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Erste Abtheiluiig. 

Darstellang der Kngelftanetionen erster und zweiter Art mittelst unendlicher 

Reihen nnd hestimmter Integrale. 

Ich definire die Kugelf unctionen als zwei particulare Integrale der 
Differentialgleichung : 

(1.) ^((x_,v|J) + ..(«+i)r = o, 

worin n eine ganze Zahl bedeutet. Und zwar bezeichne ich als Kugel- 
function erster Art: Pn{^) dasjenige particulare Integral, welches für ir^=l 
endlich bleibt und für x = (x> unendlich gross wird ; andrerseits als Kugel- 
function zweiter Art: Q„(x) dasjenige, welches für rr = l unendlich gross 
wird und für ir = oo verschwindet. 

Die so definirten Functionen sind noch mit einem von x unabhängigen 
Factor behaftet. Diese Factoren bestimme ich auf folgende Weise. 

In der Function P„(j^) soll der constante Factor einen solchen Werth 
haben, dass dieselbe für x^=l ebenfalls ^^1 wird. Dies führt zu dem 
Ausdruck : 



(2) Pn(^) 



\ 2.(2n— 1)' "^ 



4_ ) 

' " • • • • I • 



1-2-3.« \ 2'(2n—l) ' 2-4.(2n— 1)(2«— 3) 

* In der Kugelfunction zweiter Art: Q^{x) soll der constante Factor einen 



solchen Werth haben, dass 



(8.) 



^*^PAz)dz 



-i 



wird. Für dieses begrenzte Integral habe ich (Crelle's Journal, Band 37) 
folgenden geschlossenen Ausdruck gefunden: 



+ 1 



(4.) 



-1 
Ncamann, KngelfunctioneD. I. 



ri\{z)de x~\ 



— 2 — 

worin Ii^{x) eine ganze rationale Function von x von der (w — 1/*° Ordnung 
vorstellt, die von solcher Beschaflfenheit ist, dass 

für x=3c versch^vindet. Diese Function BJx) genügt der Difterential- 
gleichung : 

;5.) __(^(i^^.^_^j + n(n+l)Ä,W - 4 -^- , 

mittelst welcher sich R^ix) leicht durch Kugelfiinctionen erster Art dar- 
stellen lässt; so dass man erhalt: 

Die abgeleiteten Kugelfundionen erster Art und die abgeleiteten Kugel- 
fimctionen zweiter Art definire ich als zwei particulare Integrale der Differen- 
tialgleichung: 

j.) -^ ((1 -X») 4^) + n («+ 1) y - -T^^ y = , 

ex \ ' ex J 1 — iC' 

worin n und j ganze Zahlen bezeichnen. Und zwar definire ich die ab- 
geleiteten Kugelfunctionen ziceiter Art: Q^ji^O ^Is diejenigen particularen Inte- 
grale, welche für a: = + 1 unendlich gross werden, und für x = x ver- 
schwinden. Die hiebei noch unbestimmt bleibenden constanten Factoren 
dieser Integrale bestinmie ich dahin, dass 



(»•) (>„W = (l--r*.i(>0(x), 



j 

.(x'\ = (\ — j:*. 

d. L 



4- ^('»(^» 

wird*). 

Was die abgeleiteten Kugelfunctionen erster Art betriflft, so werden die- 
selben unendlich für x = oo, und zerfallen in zwei Classen, je nachdem 
' j<n oder j > n ist. Diejenigen der ersten Classe: j < n bezeichne ich mit 

P^j{x) und definire sie, was die in ihnen enthaltenen constanten Factoren 
])etriflft, durch: 

• *) Der Bequemlichkeit willen sollen nämlich hänfig die Differentialqaotienten von P^ und Q 

' »/ IX-' f tt I • 

\ mit P, , P^, • • • Py-', • • • und Q^, Q^, • • • Q'^ , • • • bezeichnet werden. 

» 
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d. i. durch: 

P (.T)-(l-^«)2 !^. 

Diejenigen der zweiten Classe: j > n zerfallen von Neuem in zwei Abthei- 
lungen, nämlich in die S„j(x), welche für x-= — 1 verschwinden und für 
j* = + 1 unendlich werden, und in die T^jipc), welche umgekehrt für 
ic = + 1 verschwinden und für o* = — 1 unendlich werden. Was endlich 
die in S^j{x) und T^j(pr) enthaltenen constanten Factoren betrifft, so be- 
stimme ich dieselben in solcher Weise, dass 

(10.) QnM) = S^M) - T,.{X) 

wird. 

Bevor ich meine Untersuchungen in extenso mittheile, werde ich zu- 
vörderst eine Uebersicht zu geben suchen über den hauptsächlichen Inhalt 
derselben. 

§ 1 enthält zwei Sätze über die Gleichwerthigkeit particularer Integrale 
von linearen Differentialgleichungen zweiter Ordnung. 

§ 2. In dem Ausdruck 

j 

werden, wenn derselbe in die Differentialgleichung (7.) substituirt wird, die 
Coefficienten «o, «i, • • • durch recurrente Relationen ersten Grades bestimmt. 
Dessen ungeachtet bleiben zwei von diesen Coefficienten willkührlich. Der 
Ausdruck zerfällt also in zwei particulare Integrale, welche ich mit 

(12.) r, und z, 

bezeichne. Das Integral Zi wird als gleich wer thig mit Q^jix) nachgewiesen 
und mit diesem identisch gemacht. 

§ 3. Mit jedem Ausdruck, welcher der Differentialgleichung (7.) genügt, 
lassen sich sieben Umformungen vornehmen, ohne dass derselbe aufhört ein 
Integral der Differentialgleichung zu sein. Die so entstehenden acht Integrale 
können theils gleich wer thig, theils verschieden sein. Anwendung auf den 
Ausdruck 

03.) p.,(.) - «(.--• - '"^i^^ .^"-^- +••••). 



r: 



Die Vertaiischung von n mit — (w+1) macht denselben gleichwerthig mit 
Qnj(pc\ Bestimmung desjenigen Factors ß, durch welchen 

(U.) ßP.^n^l).ji^)-QnjM 

wird. Die Vertauschung von j mit — j in dem Ausdruck (13.) giebt gleich- 
falls ein mit Q„j(^x) gleichwerthiges Integral, welches für j>n die Form 
eines geschlossenen algebraischen Ausdrucks annimmt. 

§ 4. Das particulare Integral Z^ (12.) und die aus Z^ durch Umformung 
resultirenden Integrale Z^, Z^, Z^ sind sämmtlich gleichwerthig mit Q^jO^O* 
Die Constanten Factoren Cj, Cg, C3, C4 dieser Integrale Z^, Z^, Z,, Z^ wer- 
den so bestimmt, dass 
/^^ >) i^j = ;f^ ^ ;^3 =a i^^ =a Q^jix) 

wird. Die in solcher Weise für Ö„/x) sich ergebenden vier Ausdrücke 

Zi, Z2, Z,, Z4 sind Reihen, die nach fallenden Potenzen von {x — 1), 

respective (x-{-l) fortschreiten. Diese Reihen convergiren nur für x^>l. 

|j Sie gelten auch für j = 0. Für j > n verwandeln sie sich in geschlossene 

Ausdrücke. 

Die Zahlenwerthe von Q^^(0) für j>n. Dieselben sind rein ima(jiniir, 
falls (J — n) eme gerade Zahl, imd reell , wenn {j — n) eine ungerade Zahl 
ist. Die Zahlenwerthe von (?«;(+!) ^^^ Qnjip^)- ^^^ Werth von Q^j{ — x). 

§ 5. Aus dem particularen Integral Y^ (12.) werden durch Umformung 
drei andere 

Y Y Y 
(16.) ^*' ^»' ^* 

abgeleitet. Alle vier Integrale sind geschlossene algebraische Ausdrücke. 
Das Integral Y^ ist immer gleichwerthig mit Z^, ebenso Y^ mit Z3. Hin- 
gegen sind Fl und Y^ von einander verschieden, falls j>n, und nur dann 
gleichwerthig, wenn j < n ist. In letzterem Falle können alle vier Integrale 
yi, Y^y Y^, Y^ durch schickliche Bestimmung der in ihnen enthaltenen 
Constanten Factoren identisch mit Pnjipo) gemacht werden. Die in solcher 
Weise entstehende Formel 

(17.) Y^^Y.^Y,^ Y, - P„ .(X) , 0" < ,1; 

giebt für P„/a;) vier Ausdrücke; diese Ausdrücke sind Reihen, welche nach 
den Potenzen von {x — 1) respective {x + 1) fortschreiten, und welche leichfe 
auch direct mittelst des Tai/Zor' sehen Satzes abgeleitet werden können. 

§ 6. Wenn i>w, so sind durch Y^, Y^ und Y^, Y^ zwei verschiedene 
particulare Integrale der Differentialgleichung (7.) dargestellt, welche mit 
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(18.) S^.{x)=Y,^l\ und T^j{x)^Y,^Y,, U>n) 

bezeichnet werden. Die willkührlichen Factoren der T, nämlich ^4i, A^ und 
A^y A^i, werden so bestimmt, dass 

(19.) Q,j{x) = S^.{x) - T^jix) , (J > n) 

wird. 

Es wird nachgewiesen, dass S^j(x) und T^j(x) respective gleich werthig 

sind mit 

+ 1 -1 

(20.) (1 - X») W -^^—^, und (1 - x^f / , C;> n) . 



X 00 



§ 7. Die beiden begrenzten Integrale (20.) sind particulare Integrale 
der Differentialgleichung (7.). Solches wird direct nachgewiesen, unabhängig 
von den früheren Betrachtungen. 

§ 8. Es wird gezeigt, dass 

1 

'^V'^)-(-l)^a-2-3-j)(l-x»)^ I ,^, , U>n) 

J {x — zY^'' 



(21.) * 

-1 



V^) - (- 1)^(1.2.3. .j)(l-a:«)^ / , 0>n) 



00 

ist. Ferner wird die Relation bewiesen: 

(22.) T^^ {X) - (- \y - -• S^^ (- ;r) ; ( j > n) 

woraus mit Rücksicht auf (19.) folgt: 

Q Ax) - + S Ax) - (-l)^-'* -S^^Z-x), (j> n) 

(23.) 

9,y (a:> - - T^. (X) + (- !)>- r,^(- x) . 0* > n) 

§ 9. Analytische Ausdrücke der Integrale: 

(2*-) /-^^^^ und /i^. 



00 00 



Beiläufige Bemerkungen über die Zalüentverthe , welche diese Ausdrücke (24.) 
und einige verwandte Ausdrücke für o; = + 1 annehmen. 

§ 10. Einführung der Integrale ziveiter Gattung: 

(25.) I (x-zy-^ l\{z)dz und j (x—zy - ^ P^{z)dz . 
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Zwischen diesen Integralen ziveiter Gattung und den in (24) aufgeführten 
Integralen erster Gattung finden die Relationen statt: 






-1 



x-zy-'F(z)dz, 



OC X 



(26.) 0*>*» und j>0) 

-1 1 



I ■— — m = -- ; r / (a;-«)-'" P„{i)dz, 



00 



wo Ay li constant, d. i. unabhängig von x sind. Hierdurch gewinnen die 
Formeln (21.) die Gestalt: 



-1 



ä;;W = (-!)"+• <^{-Th^)j (*-^)'"'^- 



iz)dz, 
(27.) Ü>n und i>0) 



" 2'n/^) = (-i)"+'q--:V) I i'>^-^y-'p„(z)dz, 



(-.-Vf/' 



wo C die Constante bezeichnet: 

(28.) C=,-.-V'^-^ ••(•'■+") 



0-1)0-2) ••(>-»») • 
Aus (27.) folgt mit Rückblick auf (19.) sofort: 

(29-) Q^.(x) = (-l)"c(j ^^yj (x-zy-^PJz)dz, 0>« und j>o) 

-l 

WO C wiederum die Constante (28.) bezeichnet. 

§ 11, Es wird gezeigt, dass die Formel (29.) nicht gebunden ist an 
die Voraussetzungen j>n und i>0, sondern allgemein gilt für jeden be- 
liebigen Werth von j. Für den spe€iellen Fall i = nimmt jene Formel 

die Gestalt an: 

+ 1 

rP (z)dz 
(30.) <;j,r)=. / ;^7 . 

./ X — z 
-1 
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§ 12. Es wird gezeigt^ dass der Ausdruck: 

+1 



(31.) 



i'-(Ti^)*y(— -v-^^.w^ 



für alle Wertlie von j und n der Diflferentialgleichung (7.) Genüge leistet, 
ausser im Falle j = 0. 

§ 13. Die Functionen P,^(ic) lassen sich ausdrücken durch die be- 
grenzten Integrale zweiter Gattung ^ und zwar vermittelst der Formeln: 



^^)-^(Ti07(^- 



(32.) ^n,(^) = ^ T ^.i / (x-zy-'P(z)cj:, iJ<n) 



X 



WO I) die Constante bezeichnet: 

(33.) i^ = (-l) 1T2 ."¥."-(/- ij- • 

§ 14 und 14*. Ableitung einiger Hülfsformeln, behufs der weiter 
anzustellenden Untersuchungen. 

§ 15, 15* nnd 15^ Entwicklung der Functionen S^j(^x% T^j(x\ Q^jix) 
nach steigenden Potenzen von x^ jedoch nur unter der Voraussetzung , dass 
j > n ist. 

§ 16, 16* nnd 16 ^ Entwicklung der Functionen Qnjipo) nach steigenden 
Potenzen von x für den Fall , dass j < n ist. 

§ 17. Einführung der Keihen: 

»J^^ ~ 1-2 ~ 1-2-3-4 ^ 

(84.) 

^ M ^ . ( i-^ + ^ ^Ü'+^> + 2) , , U-n + l)U^n + S)U+n+2)U+n + A) 
«iijW = a;-t- 1.2.3 "^ 1.2.8.4.6 -^ 

Es wird gezeigt, dass sammtliche Functionen P„j(ir), ön;(ic) und S^j(x), T^j(x) 
vermittelst dieser Reihen sich in einfacher Weise ausdrücken lassen. 
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§1- 

Zwei HülüMätse über die partietilaren Integrmle einer lineftren DilTerentiAlgleicliiiiig 

reiter Ordnung. 



Wenn man zur Bestimmung eines particolaren Int^rals einer Differential- 
gleichung sieh einer Beihe mit unbestimmten Coefficienten bedient, die nach 
dem yeränderlichen Parameter einer Function <f(x.p) fortschreitet, so ist 
der Werth des so bestinmiten Integrals im Allgemeinen von der Function 
€f{Xyp) abhängig. So geben z. B. die drei Beihen 

wenn sie in die Differentialgleichimg 

eingeführt, und die Coefficienten A, B, C nebst den Parametern />, q^ r der 
Gleichung entsprechend bestimmt werden, drei verschiedene particulare Inte- 
grale derselben. Dagegen giebt eine vierte Beihe von der Form: 

^^ - (T^y I ^^oi^+h'^ + A c^+ir' + ...j 

ein particulares Integral, welches mit demjenigen, das aus der ersten der 
obigen Beihen entspringt, fflekhicerthig ist, d. h. sich von jenem nur durch 
einen von x unabhängigen Factor unterscheidet. 

Glekhicerthig nenne ich zwei particulare Integrale einer gegebenen 
Differentialgleichung, wenn das eine durch eine schickliche Wahl eines von x 
unabhängigen Factors mit dem andern identisch gemacht werden kann, 
verschieden, wenn solches nicht möglich ist. 
j: Zur Beurtheilung der Gleich werthigkeit particularer Integrale einer 

. I linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung kann man sich folgender zwei 

Satze bedienen: 
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L Satz. Alle partkularen Integrale einer linearen Differential gleiehmig 
zweiter Ordnung^ welche für das specielle Argument oc==^x^ verschwinden, sind 
gleichwerthig , tvenn jene Gleichung ein Integral besitzt, welches für x = a\ 
V icht verschwindet. 

Beweis. — Sind X, Y, Z drei particulare Integrale der gegebenen 
Gleichung, so findet die Relation statt: 

wo «, ß Constante bezeichnen. Wenn nun die Integrale X und I' filr rr == j^i 
verschwinden, das Integral Z aber nicht, so kann diese Relation nur be- 
stehen , wenn /3 = ist. Es muss also X = aY sein. Q. e. d. 

n. Satz. Alle particularen Integrale einer linearen Differentialgleichung 
zweiter Ordnung, welche für das S2)ecielle Argument a' = .ri nicht unendlich 
werden, sind gleichwerthig, falls jene Gleichung ein Integral he^itzt, welches für 
a' ^rr=z Xi unendlich gross wird. 

Deweis. — Sind X, Y, Z drei particulare Integitile jener Oleichung, 
so findet die Relation statt: 

wo «, (i Constante sind. Wenn nun X und Y für x=^Xi endliche Werthe 
hal>en, Z aber unendlich wird, so kann diese Itelation nur l)estehen, wenn 
ß=0 ist. Also muss X = aY sein. Q. e. d. 

S 2. 

Die Differentialgleiohnng der abgeleiteten Kngelfanetionen. Ihre vollständige 

Integration vermittelst zweier Ausdrücke Y^ und Z^. 

Es soll das Integi'al der Gleichung 
in welcher n und j positive ganze Zahlen sind, in der Form 






entwickelt werden. 

Die alsdann for X resultirende Oleichung: 

(2.) ^((,_,^^) + 2j^ + „(„ + ,) X = 

laset sich integriren durch die Reihe: 

(».) X - «„(r- 1)" + «, (.r _ 1)- - ' + «, (X - D" - « + . 

Naumann, Kacrelfunctionen. I. 
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in welcher die Coeflicienten «o> «n «2? • * • den llelationen entsprechen müssen: 

2(2n-l)a, = 2(n- l)(n-J~l) «, , 
3 (2n — 2) «3 = 2 (w — 2) (n —./ — 2) a^ , 



p{2n-p+l)a^^ = 2(h— /)+l)(w-J-|)+l)flf^_,^ 



Vermittelst dieser Relationen bestimmen sich «i, otj,, • • • «, durch «o> so- 
dann ergiebt sich ans denselben weiter, dass a^+i, «,+2, • • • «2n den Werth 
Nidl haben, wahrend «2^+1 tvillkührlich bleibt, und dass endlich die weiter 
folgenden Coefficienten «2n+2> «2n+3» • * * «» durch jenes willkührliche «211+1 
ausdrückbar sind. In der That ergeben sich für «„ und die folgenden Coef- 
ficienten die Relationen: 

(n+l)na^^i = 0, 
(n + 2)(n- 1) a„^j = 2.1. (1+^') a^^,, 
(„+3)(n-2)a„^3 = 2.2.(2+j)«„^,. 



(n+g)(n-2+l)a^^ =2(3-l)(g-l+j-)a^^ ,. 



Setzt man aber hierin (/ = w + l, so bleibt «n+g=«2„+i tvillkührlich, weil 
jede Seite der für ß„+^ resultirenden Gleichung für sich verschwindet, die 
linke Seite, weil n — j + 1 = 0, die rechte Seite, weil nach den vorher- 
gehenden Gleichungen ««+9-1 = ist. — Was endlich die auf «2«+i folgenden 
Coefficienten betriflft, so ergiebt sich: 

l(2n + 2)or2«+2 = - 2(n+l)(n+l+^*)a2n+i^ 
2(2n + 3)«2„^3 = -2(w + 2)(n+2+J)«2n + 2> 
3(2n + 4)«,^^,^ 2(n-|-3)(n+3+j)«2n + 3> 



Die Reilie (3.) giebt also für X zwei particulare Integrale mit den Will- 
kührlichen «„ und a2n+u welche kurzweg mit A^^ und Ci bezeichnet sein 
mögen, während jene Integrale selber Fi und Z^ heissen mögen. Also: 

(n-j)(n-^'-l)...(l-j) 



"^ 2 w(2 n ^ 1)(2 M - 2) . . . (n+ 1) J ' 



■ \ 
I 
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t5.)/r,=C,^^--jj |(ar-l) 2 1(2^^2)"^^ '^ +^ l.2.(2ii + 2)(2n + 3) ^"^ ^^ 

_ OS («+l)(n +2)(n+ 8)(n+./ +l)(>*+i+2)( n+J+8) ,^_ix-«-4 , • i 

1.2.3.(2n + 2)(2n + 3)(2n + 4) ^. ; "T •( 

Der Ausdruck Z^ verschwindet für ic = oo , und muss daher [nach 
Satz I, § 1] gleich werthig sein mit der abgeleiteten Kugelfunction Qnji^)- 
Denn die Diflferentialgleichung (1.) besitzt noch ein anderes Integral, welches 
für a?=oo ^ücht verschwindet, nämlich den Ausdruck Y^. 

Ich werde den Factor C\ so bestimmen, dass Z^ mit Qnj(:x) identisch 
wird. Alsdann muss z. B. 

werden; woraus mit Rücksicht auf (5.) sich ergiebt: 

Der Ausdruck rechter Hand kann leicht berechnet werden auf Onmd der 

in der Einleitung gegebenen Definition [vgl. (3.), (8.) auf Seite 1 und 2]: 

+ 1 



s 






-I (^ 



Dabei kann der Ausdruck unter dem Integralzeichen (weil es sich hier um 
unendlich grosse Werthe von x handelt) nach Potenzen von - entwickelt 

X 

werden. In dieser Entwicklung: 

i ^_JL ^(i+ 1) 0' + 2) • • • U+p) (zy 



(x-ry + * .r>+*^ 1.2...p \x) 

+ 1 

fallen alle Glieder fort, deren x) < n ist (weil J2^1\{z)dz = 0, so lange p < w), 

-1 

wahrend andererseits alle Olieder, deren p> v, gegen dasjenige Glied, dessen 
2)=^ 71 ist, verschwinden werden, sobald man ir = oo setzt. Berücksichtigt 

man ausserdem, dass für die hier in Betracht kommenden unendlich grossen 

^. i. 

Werthe von x die Potenz (1 — x^y in (— 1)^ • 0[^ übergeht, so folgt aus (6.): 



+ 1 



^.-(-')V--'>''-11:i-.^;';+'V*^"^-^^^'*^' 



-1 

4 ^ 

oder, weil das hier auftretende Integral =2 t—t- .--/!,-, ,s ist: 



1 .3.0- .(2w + l) 



j 



''■-' '^-^'^^'^■'i^:^^^- 
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% 
X 



Somit folgt aus (5.)^ 

Das particulare Integral Fi (4.) , welches für j? = — 1 verschwindet 
und für a:; = oo unendlich gross wird, ist dadurch als gleich werthig mit der 
abgeleiteten Kugelfiinction P„y(u?) charakterisirt. Die nähere Discussion von 
Fl findet zweckmässiger erst statt nach den Umformimgen dieser Function, 
die im folgenden § ausgeführt werden sollen. 



§ 3. 

Für jedes particulare Integral der genannten Differentialgleichung lassen sich 

sieben Umformungen angeben. 

Die Differentialgleichung (1.) bleibt ungeändert, wenn man x mit — ^ 
vertauscht, ebenso auch, wenn man j mit — j vertauscht. Leistet daher 
irgend ein Ausdruck Y=f{x,j) jener Gleichung Genüge, so wird Gleiches 
gelten vom Ausdruck f{ — Xyj), ebenso vom Ausdruck fix, — /), u. s. w. 
In solcher Weise ergiebt sich, dass mit jedem Ausdruck, der jener Gleichung 
genügt, im Ganzen sieben Umformungen vorgenommen werden dürfen, ohne 
dass derselbe aufhört, der Gleichung zu genügen. Diese Umformungen 
werden hervorgebracht 

(I.) durch Vertauschung von x mit — x, 

(IL) durch Vertauschung von j mit — j, 

(III.) durch gleichzeitige Vertauschung von x mit — x und j mit — j^ 

(IV.) durch Vertauschung von n mit — n — 1 , 

(V.), (VI.), (Vn.) dadurch, dass man die Operationen (L), (IL), (HI.) 
gleichzeitig mit der Operation (IV.) bewerkstelligt. 

Ist der ursprüngliche Ausdruck durch eine Reihe dargestellt, so beziehen 
sich diese Umformungen auf das allgemeine Glied der Reihe; und dabei 
kann es geschehen, dass die Reihe aus einer begrenzten in eine unbegrenzte 
oder umgekehrt sich* verwandelt. 

Wendet man diese Umformungen auf den gewöhnlichen Ausdruck für 
P^j (x) an, nämlich auf: 



i 
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(8.) P^^.(a;) = ^:?-^1^'^^ n(n-l)(n-2)...(n-j+l)(l~xVx 

^ f n - j in -j) (n — J— 1) n-j-2 , (n-i)(n-;— l)(n-i-2 )(n-j-3) n-z-i , \ 

\ 2(2n— 1) "^ 2.4(2n-lj(2n-3) "^ j' 

SO bleibt der Charakter dieses particularen Integrals durch die Operationen 
(L), (11.), (III.) ungeandert, indem es nicht aufhört, gleichwerthig zu sein 
mit einer al)geleiteten Kugelfunction erster Art. Dagegen entsteht durch die 
Operation (IV.) ein Ausdruck, welcher gleichwerthig ist mit einer abgelei- 
teten Kugelfunction zweiter Art (wie solches leicht ersichtlich durch An- 
wendung des Satzes L in § 1). Der Factor, mit welchem dieser Ausdruck 
zu multipliciren ist, um ihn mit der Kugelfunction zweiter Art, d. i. mit 
Qmj (^) identisch zu machen , kann leicht bestimmt werden , falls man die 
früher [vergl. (6.), (6.*)] gefundene Formel 

(»•) (^•+•«,,(4=. =(- ^^^<!:^:::^^, 

beachtet. Man tindet in solcher Weise: 



j 



(10.) ^..W^C-iy-^iH-'Ty'rlT^ 

^r ^ 2(2i« + 3) "^ "^ 2.4.(2h + 3)(2w + 6) ^ +----|; 

dies ist der bekannte Ausdruck der Kugelfunction Q^j (x) . 

Mit diesem Ausdruck können nun die Operationen (L), (IL), (III.) vor- 
genommen werden. Aber nur die Vertauschung von j mit — j giebt ihm 
eine neue Form, jedoch ohne seine Gleichwerthigkeit mit Q^j (x) aufzuheben. 
Bestimmt man den Factor des durch Vertauschung von j mit — j ent- 
standenen Ausdrucks so, dass der Gleichung (9.) genügt wird, so erhält man: 

(11.) «n^(^)='2-i 3.5...(2^+T)lT^rT»; ^ 

^ r ._n-i , Ü-n^DU-n^V ^-n-z , ( J~n-l)0'-n-2)0--H-3)a-n-4 ) ,_,,5 \ 

^P "^ 2(2n+8) ^ "^ 2.4.(2n + 8)(2n+6) -h-'-j- 

Für ^' = werden beide Ausdrücke (10.) und (11.) von derselben Form, 
und geben: 

(12) Q (x)^2 ^'"'"'"" U.n-i^ (n+l)in+ ^ , (n+lKn+2)^^^^^^ 

^ '^ VnW ^i.3.6..(2m+1)\ ^ 2(2n+3) ^ 2.4.(2n + 3)(2rt + 6) J 

Für j> n gewinnt der Ausdruck (11.) eine geschlossene Gestalt. So 
z. B. erhält man: 



(13.) 
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V,, , + 1 ^-'V * 1.3-6.. (2„ + 1) Vi _ a;»/ 

V«,»+»W-2 i.3.5..(2„ + i) Vl-.W ""' 

O fr) = 2 ^^2 • ?_-ii(2.. + 3) /_L_^^ U + ^-^ ^ 

V,, , + 3 W 1.3.5.. (2„ + 1) Vi - .T«/ V ^ 2 (2n + 3)^ ' 



n +4 



V«, „ +4 ^^) - -2 1.3.5.. (2h + 1) Vi - W r ^ 2 (2« + s)"^/ • 

Oiebt man dem für j>n resultirenden geschlossenen kM^Arxxok (11.)? ^was die 
Aufeinanderfolge seiner einzelnen Glieder betriflFfc, die entgegengesetzte An- 
ordnung, so sind zwei Fälle zu unterscheiden, jenaehdem ./ — n gerade 
oder ungerade ist. Man erhalt 

für j > n lind j — 71=» gerade: 

(14.) e„,.Cr) = 2(2.4..(i + «))(l-3.5...C/-n-l))(^-5^^ 

^J^ I U-n^^HJ + n^l) (J -,,-4)0-n-2) 0-fn -l)C/+> ^ ^3) l 

( "^ 123 "^ 1.2-3. 4. 5 ' "^ J' 

andererseits für ./ > n und j — w = ungerade : 
(15.) Q^j{x)^2 (2.4..(i+n _ 1)) (l . 3 • ö .. .(./-w - 2)) (j _^ ^^,) ' X 

I "^ 12"' ' "^ 12. 3. 4 * "^ I • 

§ 4. 

Die dnroh Umformung von Z^ entstehenden partieularen Integrale Z^^ Z^, y^^. 

Betrachtet man die beiden Integrale I'i, Z^ (Seite 10, 11), so zeigt sich, 
dass jedes derselben aus dem andern durch die Operation (IV.) ableitbar ist. 

Bezeichnet man die Ausdrücke, in welche Z^ durch die Operationen 
(L), (11.), (III.) übergeht, resp. mit Z^,, Zg, Z^, so werden air diese Inte- 
grale Zi, Zg, Z3, Z4 für x,-=oo verschwinden, und daher gleichwerthig sein 
mit Qnji^)' Die vier willkührlichen Factoren 6\, Q, 63, 64 dieser Inte- 
grale werde ich so bestimmen, dass die Oleichwerthigkeit zur Identität 
wird, also bestimmen vermittelst der vier Gleichungen: 
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wobei zu beachten, dass der Werth von (^" "^ ' ^»^ (j^))^^ , bereits früher 

[vergl. (9.)] angegeben wurde. — Man erhält in solcher Weise folgende vier 
mit Q^j (x) identische Ausdrücke: 

.,) y - 2 i-2-O' + »0 Ci + '^V^ 



/, ,_, ,(w+l )(n+j+ l) , .— i , „ . (w+ 1) ( w+8) (n+j +1) (»+J +2) ,_, \ 



J 



(2.) Z,-( 1, 2- g --_|_y^|^^-p^j X 



f. , ,-, l„+l){H+J+l) . , ^, (n+l)(H+ 2)(,.4. j+l)(,.4 .j+2) I 



X 



><l<-o--'-<"i^:;?''(-.)----+^-ö'f^*Ä<s;j^i^*'-'<'-.r-->-...). 

1^^' -r* i.(2m-(.2) ^*^'^ T^' 1.2(2n + 2)(2» + 3) ^ ^ '' ^ |' 

(5.) J?, - Z, - ^, - Z, - ^,^ (X) . 

In diesen Formeln kann /jeden Werth, grösser oder kleiner als «, haben. 
So z. B. folgt für ; = aus (1.), (3.): 

(6) V^o(^-^T:ii^i^x 

und andererseits aus (2.), (4): 

('•) v.ow-2-.3-;.-2'«4-T)X 

xl(x + l)-"-'+2-^'^±i^-(x+l)-»-*+2« <"+^ ^ '<''+'> — (x + ir'-»+---l 

Mittelst dieser Ausdrücke für Q^o(^) si^d najch der Definition von Qnj{^), 

d. i. nach der Relation Q^j {x) = (1 — x^Y - —j- , die Vorzeichen in den 

vorstehenden Formeln (1.), (2.), (3.), (4.) bestimmt worden, sobald bei der 
directen Bestimmung von Cj, C,, 63, C4 Zweideutigkeiten eintraten. 

Die Reihen (3.) , (4.) sind unbegrenzt für i < w , gewinnen aber eine 
geschlossene Gestalt für j'>w. Giebt man in diesem letzteren Falle den 
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aufeinanderfolgenden Gliedern jener Reihen die entgegengesetzte Anordnung, 
so gelangt man zu folgenden Formeln: 

(zu beachten die Voraussetzong: j]>w) 

0-n-l)0-w-2)C;-|-n)(j+w-l) /x-l\» ■ (J-|-«)0+»-l)-(8"+ 2) /a'-lV-'-M 

"*■ i.2C;-l)(i_2) V 2 y -^""^ (j_i)(j_2)...(n+l) \ 2 / |' 

, (i-w-i)0 -ti-8)(i+*»X i+»-»)^-^+«V , , .y-»-i(i+»0(.;-Ht-i)-(2'»+2V'^+n-'-"-'i 

'*"" i.2o-i)6-2) V 2 / ""^^ ^^ -(j_i)(jf_2);..(«+i) V 2 / r 

Setzt man in (8.) der Eeihe nach ^==« + 1» w + 2, «+3, etc., so folgt: 

etc. etc. etc. 

Diese Formeln sind identisch mit den Formeln (13.), Seite 14. 

Für a? = wird offenbar (?«> (^) identisch mit . • Folglich kann 

man vermittelst der Gleichungen (8.) und (9.) die Werthe ( --^~ )^^^ berechnen. 
Und zwar findet man aus (8.): 

(immer vorausgesetzt: .7>iO 
^\'"* T^JITiy— + i 1.20-1)0-2) j ' 

andererseits aber aus (9.) einen Werth, der von dem eben hingeschriebenen 
mu- durch den Factor ( — i)^-»»-^ sich unterscheidet. Hieraus folgt, dass 
der in der Parenthese { } in (11.) enthaltene Ausdruck jedesmal verschwinden 
muss, wenn j' — n gerade ist. Also wird: 

(12.) I —::—r- ) = , für i > w und j-^n^ gerade, 

wie solches auch direct aus der Formel (14.), Seite 14 sich ergiebt. Gleich- 
zeitig findet man aus der Formel (15.) Seite 14: 
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(13.) ( — IT")- =-2(2.4...0*+w — l))(l.3.ö...(i— n — 2)), fSr i>ti und j — n=- ungerade. 

Die rechte Seite dieser letzten Formel repräsentirt also, beiläufig bemerkt, 
zugleich den Werth der Reihe (11.) > fe'Hs j>n und j — n ungerade ist. 

Für j<n lasst sich der Werth von l~^~/,„o vermittelst der Reihen 

(1.), (2.), (3), (4) des gegenwärtigen § nicht bestimmen, ebensowenig ver- 
mittelst der Reihe (11.) des vorigen §. Denn air diese Reihen sind diver- 
gent für rr*<l. Hiemit hängt zusammen, dass sowohl Q^q{x) als Qnj{x)y 
i < ^ gedacht, für x^ <1 complexe Werthe haben. In der That ist ftlr a:* < 1 : 

(U.) Qn W = K 0^) - Pn W log (-[ ~) + Pn W log (" 1) ; 

woraus folgt*): 

ßemerknng. — Aus den Gleichungen (1,), (2.) ergiebt sich: 

(17.) ^„j|(±l)-00, (>«y(^)-0, für j<n; 

ferner aus den Gleichungen (8.), (9.): 

(18.) e«^(±l)-cx>, ^,/cx>)-0, fari>n. 

Auclf folgt aus denselben Gleichungen: 

(19.) Q^j (- rr) - (- 1)> - »- ^ Q^j (x) , fflr jedes beliebige j . 



§ ß. 

Die durch Umformung von Yj entstehenden partioularen Integrale F,, F,, 1^4, 

für j^n. 

Aus dem particularen Integral 1\ (Seite 10) ergeben sich durch die 
Operationen (I.), (IL), (III.) drei andere particulare Integrale F«, Fs, Y^. 
Diese vier Integrale Fj, Z^» i^s> i^4 lauten, falls man ihre constanten 
Factoren mit -4i, A^y A^, A^ bezeichnet, folgendermassen: 



*) Man vergleiche den Werth von Ä^(.r), Seite 2. 

Neu mann, KngellünctioneD. I. 
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^■-.e-^f{'— '•+'"-^ <'->-'+'• "'-i.'^rc^y-T -"-'— 



+ 



w(n-l)-l(»-j)(«t-j-l).-(l-j) > 
"*" l-2--«-2n(2n— l)"(n4-l) | 



4. r- 2^ n(n-l)>..l-(n-J)(n~j-l)..(l~j-) | 
(20.) 1.2-n.2n(2n-l)--.(n + l) J' 

^•"^Ij+i; ((^-^) +2'Tr2n-(^~^^ +^ 1.2.2nT2H-l) ^-"-^^ + 

. 2« n(n- l)-. .l.(n+J)(n+J-l)-(l+ j')l 
T" 1.2--n.2n("2n — l)--(n+l) J' 

'■•-■'■c^n'-+->--'^'-+''--'+''- i'Äf..'"-'^r'' ''+''--'- 

4. /__ 2^» ^>(» -0"-t'(^+i)(^+J-l)--(l+J) 1 
*"^ ^ l-2...n.2n(2n— l)-.(n+l) J* 

Diese Ausdrücke sind stets geschlossen. Uebrigens erstrecken sich die 
Ausdrücke für Y^ und Y^ bis ^u den angegebenen letzten Gliedern nur 
dann, wenn j>n ist, während sie, falls j<n ist, schon früher abbrechen. 
Das allgemeine, (p + 1)** Glied in Y^ oder Y^ lautet nämlich: 

wo das obere Zeichen für Yj, das untere für Y^ gilt. Ist daher y> w, so wird 
jT^^ verschwinden für p = n + ly und das letzte nicht verschwindende Glied 
durch jT*^ dargestellt sein. Ist hingegen i<w, so wird T^^^ bereits* ver- 
schwinden für p=^n — j +ly mithin das letzte nicht verschwindende Glied 
durch T<'*-'>^ dargestellt sein; wobei zu bemerken, dass P^-J^ den Werth hat: 

^ '^ ^ =-(±2) [i.2..(H-J)][2n(2n-l)...(n+j + l)] ^^+^^' 

^ M- gr-^' (i+l)0'+2)-n • 

-tt») („+j+i)(^+j+2)...2n^^+^^- 

Die Integrale Y^ und 1^4 verschwinden für x == — 1. Ebenso ver- 
schwinden Y^ und Jj für o? = + 1 • Beachtet man dies und beachtet man 
gleichzeitig, dass die betreffende Difterentialgleichung ein Integral Qnj{oo) 
besitzt, welches sowohl für x=^ — 1 als auch für o? = + 1 unendlich gross 
wird, so ergiebt sich aus dem Satze I (Seite 9) sofort, dass Y^ und Y^ 
einander gleichwerthig sind, und desgleichen auch Y^ und Y^, Diese Gleich- 
werthigkeiten verwandeln sich in Identitäten, sobald man ^^ == yl^ und 
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Ä2 = Ä^ macht; denn für ein sehr grosses x verwandeln sich 1\, Y2, F3, Y^ 
resp. in A^x^^y A^x"*, A^x^'y A^x^. — Im Folgenden soll stets Ai = A^ und 
A^ •= A^ gesetzt werden. 

Durch Yi und Y^ sind zwei verschiedene Integrale dargestellt; denn 
für x = l wird I", == <x> und Y^ = 0, und umgekehrt für x = — 1 wird 
1^ = und 1^2 = 00. — Dies ist aber nur richtig, solange j>ny mithin 
die in (20.) dargestellte Form dieser Functionen GHlltigkeit hat. Ist nämlich 
j <n^ und sind also die letzten Glieder von r, , Y^ die in (22.) angegebenen, 
so sind, wie sogleich erläutert werden soll, Y^ und Y^ einander gleich- 
werthig; so dass im Falle i<w durch die vier Functionen Y^, Y^, Y^, Y^ 
im Ganzen nur ein particulares Integral der in Rede stehenden Differential- 
gleichung dargestellt ist. 

Zur Erläuterung der eben gemachten Behauptung sei bemerkt, dass 
sämmtliche Glieder in der Parenthese des Ausdruckes f&r Y^ oder Y^ im 
Falle j <in einen gemeinschaftlichen Factor {x + Vf besitzen , welcher vor 
die Parenthese gezogen werden kann, wodurch alsdann Y^ und Y^ die 
Gestalt annehmen: 

(23.) * ' ^ > 

WO Xi und X2 ganze rationale Functionen (w — y)**' Ordnung von x. — 1, 
respective x + 1 sind. In dem betrachteten Fall j < n werden also Y^ und 
1*2 für j^ == 1 verschwinden oder wenigstens endViche Werthe hüben , jenachdem 
j von Null verschieden oder gleich Null ist. Hieraus aber folgt durch 
Anwendung der Sätze L, IL (Seite 9), dass Y^ und Y^ einander gleich- 
werfhig sind. Q. e. d. 

Die in solcher Weise für den Fall j < n bewiesene Gleichwerthigkeit 
zwischen r,, r,, Y^, Y^ erstreckt sich auch auf Pnj{x); wie sich leicht 
aus dem Satze II. (Seite 9) ergiebt, falls man nur beachtet, dass P^j(x), 
ebenso wie Y^, r^, y,, Y^, (ür x^= + l endliche Werthe hat. Um die ge- 
nannten Gleich werthigkeiten in Identitäten: 

(«*.) ^nj(^) - l'l - Y* - 1'» - ^\ 

ZU verwandeln, bedarf es nur einer geeigneten Wahl der Factoren A^.A^^A^^A^. 
Auch bemerkt man, dass die zu wählenden Werthe dieser Factoren ein- 
ander gleich sein werden; weil Fj, Y^, F,» ^a für ein sehr grosses x re- 
spective die Gestalten A^x^, A^x"", A^x"", A^x* annehmen. Aus (24.) folgt: 

3* 
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Die linke Seite dieser Formel reducirt sich auf: 



J- /c^ P (x)\ ^ 

(_-i)«( — !L_M , und ist daher -(-i)* 

\ ex' /x=.l 



Somit folgt: 

also mit Rücksicht auf den fdr für Y^ geltenden Ausdruck (20.), namentlich 
mit Rücksicht auf das in (22.) angegebene letzte Glied dieses Ausdruckes: 



2^-l-2.3 "j / (n+j+l)(n+j+2)"'29i 

oder was dasselbe: 

,^^. . , ^ 1 (n~j4-l)(n-J+2)'-(n+^-)(>'+J+l)(>'4-i+2)-2H 

Ci».} ^, -C-1) gn I.2.3...J 0*+l)(i+2)...n 

Somit ergiebt sich für den gemeinschaftlichen Werth von A^j A^, A^, A^ 
schliesslich der einfache Ausdruck: 

■«■(w-J + l)(w-J + 2)---2n 

In dem hier betrachteten Falle j<n erhält man also aus (24.) vier 
verschiedene Gestalten des Integrals Pnji^)- Diese vier Gestalten Y^, Y^^ 
Fj, Y^^ sind, wie aus (20.), (22.) und (29.) sich ergiebt, folgende: 

y oraosgesetzt : jK.n, 

*^^ ^ 2". 1-2. 3. n Nl—x/ ['' ^ ^ 12» ^ ' 

n(n^l)(n-j')(n-i~l) , ^,^ jj+DU+^Y-n | 

^ 1.2-2n(2n-l) ^ ^ ^ ^^ (n+j+l)(n+i+2)...2n ^"^ ^^J ' 

"-^ 2". 1.2.3.1* U + a:/ Y ^ 1.2n ^ ^ 

,> n(n-l)(n--j)(n-j-l) g ,^j (i+i)(i+2)'-n ,^, .>>! 

(30.) i_ 

«(»-l)(n+j)(n+j-l) , ■ g. (j+l)0-|-2)---w \ 

*••' 2''.1.2.3..n \\ — x/ y ^ ' 12» ^ ^ ^ 

. ,,n(!L:ilKn +i)(^+i-l) (^ (i+l)(i+2)...» I , 

^ 1.2.2IH2M-1) ^ ^ ^ -ri -«; (n+i4-l)(n+i+2)...2nj 
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Ordnet man in diesen Ausdrücken die Glieder in den Parenthesen in 
entgegengesetzter Weise, also nach steigenden Potenzen von {x — 1) resp. 
(a? + 1), so folgt: 

Yoransgesetzt : J •< ti . 
p (X) - (n -J+l)(n-j + 2)..(n+i) / l+x \ » /x - l\J ^ 

^\'"^ lO'+l) \ 2 /^ 1.2 (j+i)0+2) \"2~; +••••)» 

^ f , _ (w-J)(n+j- t-l) /x + l\ (n-j)(n-j-l) (h+j+1)(w 4-j+2) /x + 1\» 1 

(31.) j_ 

^ / 1J. !L(?+1) / a? — n , »(*»-!) (n+l)(>»+2) (X - ly I 

1 ■*'l(y+l)^ 2 /■+■ 1-8 0"+l)(i+8)\ 8./'*"""}' 

P,j W - (- 1)'-^ i-J+^)(--J+^)-(-+Jl (i+f f X 
»J^ ' ^ ' 1-2'.; \l — x/ 

^ f 1 _ "(Hbi) /£±i\ . *»('»-^) (n+l)(n 4-2) /x + iy _ \ 

\ io+i)l 2 ;■»" 1-2 (i4.i)o+2)V 2 / ■•••j- 

Macht man in diesen Formeln j = 0, so wird der Zahlenfactor 
-'^-^• ^ [Ti. j gleich 1, wie aus der Ableitung desselben aus 

den Formeln (30.) sich ergiebt. Somit erhält man: 

m ^ P rr^ _ 1 J. <**+^) (''-'^\m "(**- ^)(«*+*) («»+2) /« - l\» , 

(32.) p, (X) - 1 + -^j^ ^-2-; + ^:^y [-Y-) +••••. 

, ,^«f, >»(n+l)/a!+l\ , w(n-l)(n+ l)(n+2)/a;+l\» ) 

oder a; = cosd gesetzt: 

P,(co,^)-i-!^+i^iu.|-+ <-^)-<;.y-+ 

■ (_l)-|l-?(!l4i)^,.»^(>'-l)n(n+l)(n+2) £_ I 

V *; I* ^^y ^» 2 ^ (12)« 2 J 

Dies sind die von DiricJUet gegebenen Reihen, die sich auch dadurch ab- 
leiten lassen, dass man 

mittelst des Tay/or'schen Satzes nach Potenzen von (x — 1) resp. (x + 1) 
entwickelt — Uebrigens erhalt man die Ausdrücke in der ersten und zweiten 
Formel (31.) durch eben solche Entwicklungen von 
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&>P,(a) dJP,{l+{x-l)) g^P^ (_ 1 + (« + 1)) 

Die Ausdrücke in der dritten und vierten Formel (31.) haben im Zähler und 
Nenner die gemeinschaftlichen Factoren {x + Vf resp. {x — 1)^ und reduciren 
sich durch Fortschaffung derselben auf die Ausdrücke in der ersten *) und zweiten 
Formel (31.). Dasselbe gilt von den entsprechenden Ausdrücken in (30.). 

§6. 

Die Integrale Y^, Y^, I3, Y^ für j> n. Einführung der Bezeichnungen Snj{x) und 
Tnj{x) reap. für Y^, Y^ und F^, Y^. Darstellung dieser Ausdrücke S ^(x) und Tnj(x^) 

mittelst begrenzter Integrale. 

Die Ausdrücke für Y^, Y^, Y^, Y^^ (Seite 18) verlieren die Eigenschaft, 
verschiedene Darstellungen desselben particularen Integrals der betrachteten 
Differentialgleichung zu sein, sobald j>n wird. Zwar bleibt Y^ mit Y^^ 
und Y2 mit Y^ gleich werthig, aber das durch Yi, F4 dargestellte Integral 
wird verschieden von dem durch Fg, Z, dargestellten. Ich werde diese 
beiden particularen Integrale durch S^j{x) und T„j{x) bezeichnen: 
(84.) s^j(x)^ r, - y,, ^n>(^)= ^« = 1^8, «ir i>»^ 

wo also Äi = ^4 und A^ = A^ gesetzt ist. 

Diese particularen Integrale S^j (x) und T^j {x) sind dadurch charakteri- 
sirt, dass S^j{x) unendlich wird für o? = 1, und Null für o:; = — 1, während 
umgekehrt T^j (x) imendlich wird für o? = — 1 , und Null für a? = + 1 . 
Ausserdem werden beide Integrale S^j (x) und T^j (x) unendlich für rr == 00 . 

Das oben (Seitelö) betrachtete particulare Integral Q„j (x)=Zi=Z2=Z^=^Z^ 
kann nur linear aus S^j{x) und T^j(x) zusammengesetzt sein. Ich werde 
nun die in S„j{x) und T^j{x) noch enthaltenen disponiblen Constanten A^ 
und A2 der Art bestimmen, dass 

mithm: = 5, . (00) - r„^. (c») 

wird. Hieraus folgt, wie sogleich bemerkt sein mag: 

(36.) Ä,^A,, 

Denn für sehr grosse Werthe vono? wird [nach (20.), Seite 18] S„j{x) == Yi{x) = 
=rA,(x-iy und T,j(x)=^Y,{x)=^A,(x + l)\ 

*) Setzt man z. B. in der dritteji Formel (31.) vor der Parenthese den Factor (— l— j^i und 

dividirt den Ausdmck in der Parenthese durch (—w—) ™ (^ + ^~ V , so verwandelt sich diese 
Formel in die erste Formel (31.). 
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Um den gemeinschaftlichen Werth von Ai, A^ zu bestimmen, werde 
ich zuvörderst die Ausdrücke Y^, F^, F,, F^ (Seite 18) vermittelst bestimmter 
Integrale darstellen. Zu diesem Zweck gebe ich jenen Ausdrücken, was 
ihre einzelnen Glieder betrifft, die entgegengesetzte Reihenfolge, und erhalte in 
solcher Weise, indem ich zugleich Ai = A^ und A^^=A^ mache: 

^i^\ ^^ ^» " (n + l)(« + 2)...2n Vx-l/ \j 1jO*-1)\ 2 / 

(n-l)n(n + l) (n+2) ( x — l y i /_ n» (n + l)(n+2) > ■2n / x -^ l y | 

■^ 1.2.i(i-l)6-2) \ 2 / •••"t-^ ^^ JQ_ !)...(}•_„) \ 2 /}' 

L 

*"^ ^^ (n+l)(»4 + 2)...2n Vr-l/ |j i.JO + l)\ 2 / 

(n~l)w(w + l)(>* + 2) /5+iV _ . . ,x« (n+i)(n+2)-..2 n /j: + 1\«1 

,,,, "^ 1.2.jO + 1)0 + 2) \ 2 / '""^^ '^ jO-+l)...0*+n) V 2 //' 

*"■ • ■(M-fl)(« + 2)...2n Xx+l/ \J^i.j(j-.\)\ 2 / 

(n-l)n(n+ l)(n + 2) /f_+l\« , , (n+l)( n+2)..2» /£+i V \ 

-t- i.2.J(j-f)(j-2) \ 2 / -^••••-^•jO--i)C;-2)...C;-n)\ 2 / j* 

y o«^ i(i+i)(i+2)"Ü+n) / ^-l \Ml , n(n + l)/a;-l\ 

•"" ^ (n + l)(n + 2).2n Vc+l/ ( J "^ 1 iO + l) \ 2 / 

(n-l)n(n+ l)(n+2)/a:-l\8 (n + l)(n + 2)' --2w />g— A"! 

■^ i.2.i(i+i)(i+2) \ 2 / ■*-••• -r-y(j^ij(j:j.-2^...(^.^^)\ 2 7j* 
Berücksichtigt man die Werthe, welche Pn{^) und die DiflFerentialquotienten 
Pl(rr) = — ^— , Pl{x)=^ g^, , etc. etc. für a;==l annehmen: 



P'J^ (1) 



(n— j 4.l)(»i ~j + 2)-»»(n+ j) 
2.4-6 -^J 



SO erkennt i^ian, dass die erste der Formeln (37.) auch so geschrieben wer- 
den kann: 

(38.) r. - (- «r A 'H~iVu~.!lV ^i~ "^ (^' - 1)^ (^^^ p. (1) - -^-^?^^ ^.(^) 

^ ^ * ^ '^ ^ (»4-l)(«-j-2)-.2n ^ \ 3 * J(J — 1) 

/'P («)5r 
Diese Formel lässt sogleich erkennen, dass Y^ durch das Integral / ~ —r^ 

darstellbar ist. Durch partielle Integration erhalt man nämlich: 
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(39.) / -^,— , r— K W - .,. ,, i", (^) 

\;0 — 1)0 — 2) «^^ ^' \;ü — 1)0 — 2)..o — n) »• 

Dieser Ausdruck verschwindet, weil bei unseren gegenwartigen Betrach- 
tungen j>ny und Pniß) von der ^?*^" Ordnung ist, für ^ = cx>; so dass man 
also erhält: 
1 

/' PAz)dz {x-iy^ (a:_-i)-i + i 

Mit Rücksicht hierauf aber folgt aus (38.): 



1 



JU - 1) (j - 2) • • • 0" - «) 4- /* P, («)c ^ 

•^ (n + 1) (n + 2) • . . 2n ^ (.t — ^r)' ^ * 

In ahnlicher Weise kann T„j (x) = F^ behandelt werden. Beachtet 
man nämlich die Formeln: 

p(» (_ 1) =_ (_ 1)» *} (n - j+ l)(n -J + 2) • • -( W+J) ^ 

* 2 • 4 • 6 • • • 2j 

SO kann der Ausdruck F, in (37%) folgendermassen geschrieben werden: 

(42.) !,=.( 2) .A, (« + l)(n + 2)..2« ^'^ ^^ l j ^»^ ^^ jC;-1) "^ ^ 

^i(i--i)(j-2) '•^ ^ ^^ ^iC;-i)(j-«)--C;->0 " ^ ^i 

und hieraus folgt mit Rücksicht auf (39.): 

(43.) r.^(a^)=-r,=^(-2)-'A ■ ^ . ^(^.»-i)« r J'. / o->n). 

•^ (w + l)(w + 2)-.2n ^ {x — zy^^ 

Die Formeln (41.) imd (43.) haben zwei Voraussetzungen, nämlich 
ausser der Voraussetzung j>ny noch die, dass der Integrationsweg die 
Stelle z=^x vermeidet. Ist also z. B. x reell und grösser als 1, so wird 
die Integration auf reellem Wege von — cx> bis + 1 resp. — 1 stattfinden 
können. Ist femer x reell und zwischen und 1 gelegen, so kann die 
eine Integration von + c» bis + 1 » die andere von — (»bis — 1 aus- 
geführt werden. 
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Diese eben bezeichneten reellen Wege sind stets zulässig, wenn x ima- 
ginär oder complex ist. Im Allgemeinen aber hat man z auf einem com- 
plexen Wege aus dem Unendlichen bis -f- 1 resp. — 1 fortschreiten zu lassen. 

§ 7. 

Direoter Nachweis dafür, dass die für Snj(x) und Tnj(x) gefundenen begrenaten 
Integrale der betrachteten Differentialgleichnng Genüge leisten« 

Wir wollen das Integral betrachten: 

ß 

Ol 

unter der Voraussetzung, dass die (complexen) Grenzen «, ß unabhängig 
von X sind, und dass der Integrationsweg die Stelle z=^x vermeidet. Als- 
dann ergiebt sich durch Differentiation: 

a({x«-i)|D i'K i/y. 2CH^^ü+2)(^-i)\ p,wa^ 

ex Ä*— 1 J\ x — z {x — zY /(x — zy^^ 

a 

oder, was dasselbe ist: 

PMdz 



(3.) 

oder, was dasselbe ist: 



J'K . , , i ['^ + ») (J^' + ixz-U+ 2)) 



X^— 1 ^ ' tJ cz 



WO zur augenblicklichen Abkürzung —^^ = TJ gesetzt ist. Diese Formel 

(x — Zj 

aber gewinnt mit Rücksicht auf die identische Gleichung: 



a/ du dp,(z)\ n^^'-^^äi) n('*-^)-äH 

=-((«'- 1) P(z) -^-{z*-l)U -^-^ ) - --^^ ä ?^ P, (z) ^: :. ^£— 1- 

ö«V "^ ' ö« tf« / dz "^ cz 



•P. W - » (H + 1) ^. (*) t-^ , 



dz 

und mit Rückblick auf (1.) die Gestalt: 

(6.) g^ — jm + n(n+ 1) js: + (*»- 1) ' [(^•- 1) p« w gj - (^» - 1) i^ -"^-"J; 

Koamann, Kugelfonctionon. L 4 
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Das letzte Glied rechter Hand nimmt, falls man für XJ seine eigentliche 
Bedeutung substituirt, die Gestalt an: 

_ 4 p'-i)(o-+i)-p,(^)+ (^-^) n w)T 

^"^ ^ L (x-«y+* Ja' 

und wird also , weil j > n sein soll , verschwinden , sobald man a= oo und 
gleichzeitig ß = -\-\ oder — 1 setzt. Somit folgt aus (5.) : 

g((a;«-l)|^ . 

(6.) _i___£^ = ^^ + „(„+t)^. 

Hiemit ist dargethan, dass das Integral (1.), falls man darin « = oo und 
/3 = + 1 setzt, eine particulare Lösung der betrachteten Differentialgleichung 
(Seite 9) reprflsentirt, vorausgesetzt, dass j>n ist. 

§ 8. 

Bestimmung der in Snj{x) und Tnj(x) enthaltenen constanten Faotoren. 

Aus der schon früher [(35.), Seite 22] getroffenen Festsetzung: 
ergab sich: 

(2.) A,=^A,; 

* 

und es handelt sich also nur noch um den gemeinschaftlichen Werth von 
^1, A2, wozu ebenfalls die Festsetzung (1.) die Mittel darbietet. 

Substituirt man nämlich in (1.) für S„j{;x) und T„j{x) die Werthe 
(41.), (43.), Seite 24, so wird: 

+ 1 -1 

oder, falls man die beiden Integrationswege von 00 bis zum Punkt — 1 

miteinander zusammenfallen ' lasst : 

+ 1 

i U- 1) "U — n) L r p^ (z) dz 

^ (w + 1) (w 4- 2) . . 2n •/ (^ — ^y 

-1 

Hier nun ist für Qnj{^) derjenige Werth zu setzen, durch- welchen diese 
Function in der Einleitung (Seite 2) definirt wurde, nämlich: 

+ 1 

-1 
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wo 

(6.) Ä^ = (-l)^(1.2.3..i). 

Somit folgt: 

('•) (-^) ^» -(M-l)(n+2)...2n ^^^^ ^' 

wodurch der Werth von A^ = ^g bestimmt ist. 

Mit Rücksicht auf (7.) nehmen nun die Formeln (41.), (43.), Seite 24, 
sowie die Formel (4.) des gegenwartigen § folgende Gestalt an: 

X 

-1 
(8.»^) T (:r)- r, = Ä (l-x*)"»" Ip-^^,, U>n), 



X 

+ 1 



(8.C) 



Bemerkung. — Zwischen ^^^(a;) und T„j{x) findet eine einfeche Be- 
ziehung statt. Setzt man nämlich in (8.^): a; = — $ und z = — ^, und 

beachtet, dass P„ (—;:) = (— 1)" P^(^) ist, so folgt: 

-1 

X 

d. i. mit Rücksicht auf (8.^): 
oder, weil | = — x ist: 

Mit Rücksicht auf diese zwischen S^j und >T^j vorhandene Relation kann 
die Formel (8.°) auch so geschrieben werden: 

(10.) 9»>(^) = ^ni(^)-(-l^^^"'^n>(~^). 0>«), 

oder auch so: 

§ e. 

Weitere Betrachtung der für Snj{x) und Tnj{x) aufgesteUten bestimmten Integrale. 

Die Ausdrücke für Fj, r,, Js, r4 (Seite 18 und 23) geben eben so viel 
verschiedene Ausdrücke für die Integrale: 
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rl^l.^ und ß-^. 



oo oo 



vorausgesetzt, dass j>n. Setzt man nämlich in (8.*» ^), d. i. in 



/ 



"pf«)«« r, 



CD 

(11.) 

/ ■'■P.(^)gg r. 

für yi=F^ und F2«==F3 die Werthe, Seite 18 und 23, und beachtet, 
dass nach (7.) 

. . . ^ (n + l)(n + 2)-..2H Ä 

(12.) ^,=^, = ^3 = ^4 = ^ (— 1)* 

^ ^ (-2ri(j-l)(i-2)..(i-n)' 

ist, so erhalt man einerseits: 

+ 1 



~jTT ^ (vorausgesetzt: j > n) 

\X z) 

1 j 1^ _ n(n+l) / j;— 1 \ (n— l)n(n+l)(n+2) / x— l \a __ 
"'(.x;-_iy}j l.j(i-l)\ 2 / 1.2.;(i-l)C;-2) \ 1 / 



^^ ^ j(j-l)"U-n) V 2 i J» 

_ (i+l)(j+2)-'C;+^0 t |i _ »*(»* + !) /^_+Jl\ . (n-l)n(n+ l)(n + 2 ) /.r + ly _ 
C;-l)C;-2)..C;-n)(a:^iyli l-i(;+l)\ 2 / i.2.iC; + l)(j+2) l 2 / 

'"^^ ^ ju+^)"(j+n) V 2 ; I» 

^ (_l)n(n4.i)(n+2). .2n ^ | „ 2 ''^'^'~''\ ^ ^xn^i , o. ^Kn-lX J-nXj-ii+l).^ l)>'-^_ 

2" i(i— l)--(i-w) (x*— lyl 1.2h l-2.2?i(2n— 1) 

"^^ ^ („^l)(,,4:2)..2n J» 

_(_iy. (H.jO(n+^^^ _ _L J(^ . D» _2!i(t:?L)(a: ^i)n-i . 2,n(n-l)C;'+n)C;'+n+l) ,^g_ 

2'» ^•(j_-i)...(j— w)(a:— iy< 1.2n 1.2.2n(2n— 1) 

"^^ ^ (n+l)(n4:2)..2n p 

imd andererseits: 
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-1 

(14.) 



I — r = (wiederum yorausgesetzt: j > n) 

,/ (x— zy^ 



(x—z) 

X 



_ ( _ ixn_J_fl . ^(*^+l) /£±1\ . (» -l)n(n+l)(n+2 ) /x+_l\2 
^x + iyti 1.70-1)\ 2 / i.2.jO*-1)0-2) \ 2 / 

(,t + l)(,i + 2)..2n / a; + l \"l 

^fl)n^J+D!::i±l)j<i+I^ 1 M I n(n + l) /g-lx (n~l)n(n+l)(n + 2) /a;->l\2 . 
(J~l)(i-2)..(j->4)(x+iyii 1.JU+1)\ 2 / l-2.i(j+l)(i+2) \ 2 / 



+ --+S;7 



(ij + l)(n + 2)..2n/a; — IX" 



-U+n) \ 2 I \ 



J(j+l)--(j+n) 



2" ;(i-l)--(i-w) (a; + l/l l-2u 1.2.2n(2n~l) 

. ,..(i-l) (i-2)..(i-n) | 
^ ^ (?i+i)(w + 2)-.2H j ' 

^(~ir (n+l)(>i+2).-2n ^ [r^ ^^n . g^^O'+^0(^ i)..-! | g» n(n~i)0'+n)C;+w-l ) ^ , 

2" i(i-l)-(j— w)(a;+iyl l-2n 1.2.2M(2n— 1) 

, I g,.( i+l)0'+ 2)- 0-+n) ^ 
■^ "^ (n+l)(n + 2)..2n j ' 

Aus der zivflten Formel (13.) und der zweiten Formel (14.) ergeben sich 
die specielleren Formeln*): 

( r'^n (^)<^^\ (- 1)^ U+ 1) 0*+ 2) . . (J+ n) 

(15.) I I -— - I =- — .— -- "TTTT— T— "TT — » > n) , 

W (.f -r)^+ /x=-i 2^ J - 1) - 2) . . (j - n) 



-1 



, X f r Pn(^)^^\ (-1)- + l)(j + 2)..(J+n) 

\J (a:-2')^ + Vx=+i 2-^ jO- 1)0-2).. 0-«) 

Desgleichen folgt aus der ersten Formel (13.) und der ersten Formel (14.): 

(17.) \(^-^)' / 7-^x7Ti) ^ " ' (^'>**)» 



QO 

-1 



(18.) ( (X + 1)> / -^- ^- J = -— , (j> n) . 

Ersetzt man in (15.), (16.), (17.), (18.) die begrenzten Integrale durch 
die Functionen S^j, T^j (8.a, b)^ go folgt mit Rücksicht auf (6.): 

*) Die Werthc der Integrale (16.), (16.) für x=*0 ergeben sich am Einfachsten vermittelat der 
im folgenden § anzustellenden Transformation. 
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\\1 — icV ^ /x«-i 2^ jO — 1)0 — 2)--0— w) 



(20.) 



(21.) 



(22.) 



VVi-W "^'7x=+i 2^ i(i-i)0-2). ü-fO 

((1 -.rV ^ny W),^^j = 2'(l .2 .3 . -O* - 1)) , (i>«), 

((l-a:*)«r,^(a:))^^_^=(-l)» + >2^(l.2.3...C;-l)), (i>t»). 



Bemerkung. — Mittelst der Formeln (15.), (16.), (17.), (18.) ergeben 
sich aus (13.), (14.) mehrere identische Relationen zwischen j und w, so 
z. B. folgende: 

(^^^ (^+ il/^* + 2) '-(i+^A _ . , n(>i+n , (n-t)n(« + l)(n + 2 ) , 

^ ^^ (J - l)C;'-"2) • . (j - n) -^ 1 . (J _ 1) -^ 1 • 2 . (j - 1)0* -2)" "^ 

r24^ ^■^'+l)( >y' + ^)-'0' + ^)-i I ^»0'-^) I {n-l)nU-n)a-n +\) , 

^ *'' in+ l)(n + 2)--.2w "^ l-än "^ 1.2.2w(2n— 1) "^ 

Es folgt nämlich (23.) aus (15.) und der ersteti Formel (13.); andererseits 
(24) aus (15.) und der dritten Formel (13.), Diese Relationen (23.), (24.) 
sind offenbar identische, also nicht mehr gebunden an die Voraussetzung j> v. 
Zweite Bemerkang. — Offenbar ist: 

QO X 

a* ?Pn^z)dz . ?^ P(z)dz 

QO X 

Aus (25.) und (15.) folgt: 

^"'•^ b ^* J (X - .y.+ 7x=- 1 2^"+ * u + h) u+h-i)... u+ Ä - «) ' 

femer folgt aus (25.) und (17.): 

+ 1 

(28.) 






femer folgt aus (26.) und (16.): 



/29 ^ /^'^ /• f,(^)aA _ r- 1)«+^» _0- + 1) (J + 2) .^. ( i + A + ,.) 
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endlich folgt aus (26.) und (18.): 

-1 

(30 



30.) ((x+iy+*^ rAl^fi- j ==(_i)« + A(j+i)o-+2)...C; + Ä-l), 0>n). 

\ ex ^ \X — Z) /x= — 1 

^ 00 '^ 



§ 10. 

DarsteUung der Funotionen 5»^, T^j^ Qnj durch eine andere Art begrenzter Integrale, 

welche die der zweiten Gattung genannt werden mögen. 

Durch partielle Integration ergiebt sich: 

(31.) j(x-zy-^p^{z)dz=. 

a 

WO P^*^ {z) für — ;;'*^ * steht. Der hier auf der rechten Seite in den eckigen 

Klammern enthaltene Ausdruck verschwindet für z=^Xy falls nur j>0 ist. 
Unter dieser Voraussetzung gelangt man daher, indem man a^=x und 
/i^-^ — 1 oder +1 macht, zu folgenden Formeln*): 

(vorausgesetzt : J > 0) 

_ ^r_n» (H+l)(n + 2)^.2n_/^r-KlY| 

(32.) "^ ^ "a+i)o+2)..(/+toV wr 

+ 1 
Trr ^V-'J> (z\rz^ {x-iy \ H(n + l)(x-\\ (n-\)n(n + l){H^i)(x-\V 

X 

, . (n +l)( w + 2)' - • 2n_ /x -Jl\ « | 

Hieraus folgt durch Vergleichung mit der zweiten Formel (13.) und der 
zweiten Formel (14.): 

(voraasgeseizt: J>h und i>0) 

(.r+iyj' " (j4.,)o+ä)..o-+„)^ V(x-^y+'' 

(33.) 

^^-- (i-z)^-^P^(^^z^^m-^):<|-^(^ + ^J f}n^'> 

{x-iyj' " + 1)0 + 2). .(j + n)' J {x-zy*' 

X OD 



♦) Vergl. die auf Seite 23, 24 für P^ (1), P; (1), • . und P^ (—1), P; (— 1), • • • angegebenen 
Werthe. 
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Vermittelst dieser Formeln erhält man für die Integrale rechter Hand fol- 
gende Ausdrücke: 

(vorausgesetzt: i>n und j>0) 
+ 1 -1 

QO X 

QO '.r 

Substituhrt man diese Ausdrücke (34.) in den Formeln (8.»» ^» <^), und nimmt 
man dabei Rücksicht auf die Bedeutung von h^ (6.), so folgt: 

(vorausgesetzt: j>n und j>0) 

(36.) 

L +1 

nj^ f ^ ' (7 — 1)(^ — 2)--(j — n) \1 — xV ^ ^ «''' 



j;. 



Nun ist nach (1.) : Q^^ {x) = — (T^^ {x) — S^^ {xfj . Lasst man also die beiden 

Integratioi^swege in (35.) längs der Strecke c» • • • — 1 miteinander zusammen- 
fallen, so folgt: 

(vorausgesetzt: j>« und j>0) 

__ +1 

(36.) (>., (.) - (- D- ^±^^^^±ff-- (^ :A_) y(, _,)>-. p, (,) ^ , , 

-1 

wobei zu bemerken, dass sowohl in (35.) wie in (36.) der Zahlenfector 
' -l'r ( ^^ 2) •(• -- n) für n = in (1 . 2 • 3 • • • i) sich verwandelt. Die begrenzten 
Integrale in (35.), (36.) mögen, zur Unterscheidung von den früheren (8.*» ^. o)^ 
als Integrale zweiter Gattung bezeichnet werden. 

§ 11. 

Nähere Untersuchung desjenigen begrenzten Integrals zweiter Gattung, duroh 

welches die Function Qnj dargesteUt ist. 

Die Formel (36.) scheint nach ihrer Ableitung den beiden Voraussetzungen : 
j>n und j>0 zu unterliegen. Wir wollen untersuchen, zu welchen Re- 
sultaten diese Formel führt, wenn wir jene Voraussetzungen verlassen. 
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Macht man zunächst j = 0, so nimmt die Formel (36.) folgende Gestalt an: 



•t-i 



(87.) O 



"-/-^ 



PAz)dz 



z 
-1 



was mit der Definition von ö«(^) übereinstimmt. 

Setzt man ferner: j<ny d. i. i==0, 1, 2, ••• n, oder, weil der Fall 
y = bereits absolvirt ist: 

(38.) i=l,2, ...n, 

so nimmt die rechte Seite der Formel (36.) die Gestalt ^ an. Denn es 
enthält jene rechte Seite den Divisor {j — 1) (i — 2) • • • (j — n) , und den 

+ 1 

Factor /(rc — zy~^ P^(z)dz, welcher, wenn j der Voraussetzung (38.) ent- 
-1 

spricht, gleichfalls verschwindet*). 

Um diesen Werth j zu bestimmen, setzen wir: 

(39.) i-p + a. 

WO p eine der Zahlen 1, 2, ••• n vorstellen soll, während « irgend einen 
zwischen und 1 liegenden Bruch repräsentiren mag, der beliebig nahe 
an herangedrückt werden kann. Alsdann ergiebt sich ftlr Binom (x — zy'^ 
eine unbegrenzte Reihe, welche fortschreitet nach den aufeinanderfolgenden 
Potenzen ^y z^, s^^ s^^ Substituirt man diese Reihe in das zu be- 
rechnende Integral (36.): 

(40.) W^ j\x^z)^''P^{z)dz, 

-1 

SO fallen sämmtliche Glieder fort, welche den Potenzen ^, z^, z*, ••• z*""^ 
entsprechen**), desgleichen sänmatliche Glieder, welche mit den Potenzen 
^ + 1^ ^+8^ ^„+6^ .... behaftet sind***). Somit folgt: 



*) Entwickelt man nämlich das Binom (x — z)^"^ nach Potenzen von z^ so erhält man, falls 
j der Voraussetzung (38.) entspricht, nur solche Potenzen von 0, deren Exponenten kleiner als n 
sind. Nach bekanntem Satze ist aber 

-1 

falls 3 — 0, 1, 2, ... (n — 1). 

**) Solches folgt aus dem in der vorhergehenden Note genannten Satz. 
***) Dies folgt aus dem bekannten Satz, dass 

fz^P^(z)dz^O 
-1 
ist, falls n-\-q eine ungerade Zahl vorstellt. 

Neumann, Kagelftmctioaen. I. 
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+ 1 



V l "^ (n+l)(n+2) o;» "^" (n + l)(n + 2)(n+3)(n+4) ^4 -t---|^«W^»* 

-1 

oder kürzer geschrieben: 

W Aw^ I U--n—l)U-^^— ^) ^ Tirn.H2 , (i— n~l)0— /i— 2)(j— n-~8)(i~-n-4) 1 ^rn + 4. \ 
'^=-^\"'n"r („ + i)(^+2) rc« » "^ (n+l)(n + 2)(n + 8)(n+4) ic* «• "^ j' 

wo f und Wl die Bedeutungen haben: 

/r,(_i)- (i-l)0--2)---0--n) ^,_,.. 
' ^ ^ 1 . 2 . . • n ' 

+ 1 



n 

-1 



Zwischen diesen Integralen Wl finden die Relationen statt: 

T^n+2 (n + 1) (n + 2) n 

* 2.(2w + 3) »' 

Tr;^n+4_ (n+l)(n + 2 U n + 8)(n + 4) 
»» 2.4.(2n + 3)(2n + 6) «' 



Trrn + 29_ (fl + 1) (m + 2) » > ■ ■ (li + 2g) 

* "^ 2.4..23.(2n + 3)(2n+o)..(2n + 23 + l) «* 

Somit folgt: 

fA,\ w_/'wn/. , (i— n — l)(i— n— 2) 1 , (i— n— l)(j— n-2)(i— n-3)0 — n — 4) 1 , \ 
1*1.; "^ /»^,.|l-h ^7^2^-3} i^"*" 2.4.^2n+3)(2n+6) 5^+*-*J • 

Was endlich das Integral Wl betrijfft, so hat der Werth desselben eine 
verschiedene Form, jenachdem n gerade oder ungerade ist. Und zwar er- 
hält man für ein gerades n: 

^ '- V '^ 1.2. .n ^ A^(H+l)(n + 3)..(2n+l)/' 

andererseits für ein ungerades n: 

' * V^ ^ 1.2..H / \ (n + 2)(« + 4)..(2n+l)/ ' 

folglich im einen wie im andern Fall: 

(4-2.) f w: = (- D» . 20^— ^)^^=iI^(iz:Ji) . 

Somit ergiebt sich schliesslich, wenn man (42.) in (41.), und sodann (41.) 
in (36.) substituirt: 
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L 

(43.) Vn>W-2« 1.3.5...(2n + l)\l-W 

^L I (J"->»-^)(i-^-g) ^ I (i-n-l)(i--n-g)(i-n-3)0'--n-4) 1 | 

\ "^ 2.(2n + 3) Ä*"^ 2.4.(2nHh8;(2n + 6) a:* "^ j* 

Diese Entwicklung ist aber identisch mft der auf Seite 13 gefundenen. 

Durch die Betrachtungen des gegenwärtigen § ist also bewiesen, dass 
die Formel (36.) nicht gebunden ist an die Voraussetzungen j>n und j>0, 
sondern allgemein gut für jeden beliebigen Werth von j, 

% 12. 

N&here Untenmohung derjenigen begrensten Integrale aweiter Gkittung» durch 

welche die Functionen Snj und Tnj dargesteUt sind. 

Die in (35.) für S^j und T^j gefundenen Ausdrücke besitzen, abgesehen 
von gewissen constanten Factoren, die Form: 

L ±1 

(44.) r- (^:^^*J\x-zy''p^(z)dz, 

X 

sind aber nur unter der Voraussetzung entstanden , dass j> n und j>0 
sei. Dieses Y wird also unter der eben genannten Voraussetzung ein par- 
ticulares Integral der betrachteten Differentialgleichung (Seite 9) vorstellen. 
Ich werde nun nachweisen, dass solches allgemein stattfindet, einerlei ob j 
grösser oder kleiner als n ist, ausgenommen im Fall j = 0. 
Aus (44.) folgt, falls j>2 ist: 

±1 ±1 



(1 - x^ 



•)!?•-- -^ r{x-z)i-'p(z)dz+ ^'-\ ri^-zy''p(z)dz. 



dx 



(1 

und nach einigen Reductionen: 



-x')*J (l-«»)«"'./ 



+ 1 

Ä ((*-*') 19 " i^«+ -"^ nX-Zy-'(U-2){l-Z^ + i(x-Z) z) Pn{z)dz . 

(l-X'^*J 



(l-.r«)*^ 



a 



WO U zur Abkürzung steht flr (x — jsy^^ Diese Gleichung verwandelt 
sich, wenn die rechte Seite partiell integrirt, und fttr _ f (i — «•) -x-j sein 
Werth: — » (w + 1) P^ {z) substituirt wird, in: 

6* 
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(45.) ^((i-.^|l)-.Jl^, + n(« + l)Y = 

Bei Bildung dieser Formel ist j>2 vorausgesetzt worden, um die Differen- 
tiation nach der untern Grenze des Integrals (44.) unberflcksichtigt lassen 
zu können. Unter derselben Voraussetziuig j>2 verschwindet aber die 
rechte Seite der Formel (45.). Es wird also für j>2 die Formel (45.) 
identisch mit der betrachteten Differentialgleichung (Seite 9). Folglich ist das 
vollständige Integral dieser Differentialgleichung für j>2 darstellbar durch: 

-1 +1 

(46.) Y ^ r^x--zy-'P^{z)dz+ ^ ^ fi^^-^y-^PMcz, 

X X 

wo M, N willkürliche Constanten sind. 

Wenn ^ = 1 oder =2 ist, wird die rechte Seite der Formel (45.) eine 
unbestimmte Grösse, deren Werth von Gliedern von der Form 0® abhängt: 
und Aehnliches findet alsdann auch statt bei denjenigen Gliedern, die aus 
der Differentiation des Integrals (44.) nach seiner untern Grenze entspringen. 
Die directe Ermittelung des wahren Werthes air dieser Glieder von der 
Form 0® erschien mir bedenklich. Ich vermeide sie durch einen indirecten 
Weg, indem ich in jenen Fällen jf=l oder =2 das Integral T^ (44.) 
weiter entwickle, und dann erst dieses entwickelte Y in die zu betrach- 
tende Differentialgleichung (Seite 9) substituire. 

Erster Fall: i = l, mithin: 

(1 - .r')4 J 

X 

Hieraus aber erhält man sofort, weil PJz)^= — .-^ ^((i — **)— A^ ) ist- 

»I (/l + 1) (1 - X*)^ L ^^ Jx ' 



r=- 



d.i. Y^'^^t^-^ 



^^'^'^ ^' *• ^ n{n + l) ex 



Dieses Y genügt, wie man leicht erkennt, der betrachteten Differential- 
gleichung (Seite 9), wenn in derselben i=l gesetzt wird. Somit ist be- 
wiesen, dass der Ausdruck (44.) auch für j = l ein particulares Integral 
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jener Diflferentialgleichung ist. — Nur in dem besondem Falle n = 0, wo 
^—?-— .=rr^ 0, mithin der Ausdruck Y (47.) gleich \ wird, ist dieser Beweis 

unzureichend. Wird aber i = 1 und w == 0, so nimmt der Ausdruck Y (44.) 
die Gestalt an: 

1 



(1 - x^^ J 



woraus sich ergiebt: 

(48.) Y^^l=^ 

(1 - x^y 

ein Ausdruck, welcher in der That der betrachteten Differentialgleichung 
(Seite 9) für i=l und w = Genüge leistet*). 
Zweiter Fall: i=2. Alsdann ist nach (44.): 

(49.) ^-^Y^^^ r{x-z)P^{z)dz. 

X 

Um dieses Y naher zu berechnen, sei bemerkt, dass 



/ 



* ti (« -{- 1) * ' 



ist**), wie sich solches leicht ergiebt aus der bekannten Diflferentialgleichung 
für P„. Hieraus folgt sofort: 

X • 

Ferner ist, wie leicht zu verificiren: 

'^- (^) = 2 nT"i (" ^"-^ ^'^ + ^" + ^^ ^"-^^ ^^^) ' 
woraus durch Integration und mit Rücksicht auf die Diflferentialgleichung 
für P„, resp. P^_i und P^+i sich ergiebt: 

*) Demgemäss wird also der mit den willkürlichen Constanten 3f, N behaftete Ansdrack: 

^_ M{l+x) + N(l---x) 

das vollständige Integral sein fOr die Differentialgleichang : 

cxy ' cxj 1 — x* 

**) Hier ist, wie auch schon früher gelegentlich geschah, P- W für — -. gesetzt 

c z 



— 38 — 
Ferner ut, wie wiedemm leicht zu verific-iien: 

womvui dnrch Sumination folgt: 

Darch Sal«titation dieseci Wertheg (;'.) in (/}.) folgt: 

mithin: 

f..) p K wcz~ ^,^,;^-^^ ('p:« - p. w) • 

X 

Nunmehr folgt dnrch Subtraction der beiden Formeln (c.) und (*.j: 



1 



(t; J (.-.)P.(.K.- ------^(-^^^-j-^ _P.(x)). 

oder 9 mit Bückäieht auf die bekannte Differentialgleichung für P.: 

X 

Somit re«ultirt für T (49.) der Werth: 
oder, wa8 dasselbe: 

(51.) Y- "** 



(n — l)n(n + l)(M+2)* 

wodurch erwiesen ist, da^s der allgemeine Ausdruck Y (44.) aucli für j = 2 
ein particulares Integral der betrachteten Differentialgleichung (Seite 9) vor- 
stellt. Unzureichend ist der Beweis nur in den Special&llen, dass n == O 
oder =1 ist, weil alsdann der Ausdruck (50.), (51.) die unbestimmte Form ^ 
annimmt. Diese Fälle » = und » = 1 bedürfen daher einer besondem 
Untersuchung. 

BiieciaJfiül: j==2y » = 0. Alsdann ist nach (44.): 
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ri—ij (*-*)»'. 



(62.) Cl. 1. ■'^- — 2 i_a;. i 

woraus folgt, dass der allgemeine Ausdruck Y (44.) auch in diesem Fall 
der betrachteten DiflFerentialgleichung (Seite 9) Genüge leistet. 
Specialfall: i = 2, n = l. Alsdann ist nach (44.): 

,„., d.i. r— (i-;-3f-+') „der - Cr±|) f-=-') , 

woraus folgt, dass der allgemeine Ausdruck Y (44.) auch in diesem Falle 
der betrachteten DiflFerentialgleichung (Seite 9) Genüge leistet. 

* 

Resultat. Aus den eben angestellten TJntersiuihungen geht hervor, dass der 
Aus/truck Y (44.) für alle Werflie von n und j der betrachteten Differential- 
gleichung (Seite 9) Genüge leistet, ausser im Falle ^' = 0. In der Tliat haben 
wir den Fall j = unbeachtet gelassen, und zwar deswegen, weil der Aus- 
druck Y (44.) in diesem Falle unendlich gross vnrd. 

§ 18. 

DarsteUung der Functionen Pnj vermittelst der begrenzten Integrale 

zweiter Gattung. 

Unter den begrenzten Integralen zweiter (Gattung haben wir folgende 
verstanden [vgl. (44.)]: 



(54.») r =. (j^-^) * f (« -^y-' Pn W «• 



L -i 

X 

L +1 

(54.»>) 



^-(r3Y.)'y(^-')'''^nW^^ 



von denen das eine für o? = — 1 , das andere für o; = + 1 verschwindet. Dass 
sich vermittelst derselben die Functionen S^^, T^j, Q^j in einfeicher Weise 
ausdrücken lassen, ist bereits in (35.), (36.) gezeigt. — Wir wollen nunmehr 
zeigen, wie sich vermittelst derselben auch die Functionen P^j darstellen 
lassen. Dabei werden wir uns auf denjenigen Spielraum beschränken, 
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für welchen diese Functionen P^j definirt sind, d. i. auf den Spielraum 
j<H. (Vgl die Einleitung, Seite 2.) 

Da Pnj{^) für x= — 1 verschwindet, so ist Pnj{^) gleich werthig mit 
dem Integral (54.*), zufolge des Satzes I (Seite 9). Ebenso ergibt sich die 
Gleichwerthigkeit von Pnj{^) mit dem Integral (54.^). Folglich hat man: 

L -1 



i^n^w = «(j^-,)'J\^-^y-'p,wa. 



(66.) O'^n). 

L +1 



^nj(^)-ß(r~^' fi^-'^y^'^ni^)^^ 



Z . 



Zur Bestimmung der noch unbekannten constanten Factoren a und ß multi- 

pliciren wir diese Formeln mit (1 — a;*) * , und setzen sodann o? = + 1 resp. 
— 1; wodurch sich ergiebt: 

+ 1 

U<n). 

-1 

Substituirt man hier für P^j (x) die Werthe aus den beiden letzten Formeln 
(31.), Seite 21, andererseits fdr die Integrale rechter Hand die spätef*, näm- 
lich auf Seite 31 gefundenen Werthe (32.), so erhält man: 

also schliesslich: 

(66.) 



(J^n). 

jL +1 



X 

woraus beiläufig folgt, dass die beiden Integrale rechter Hand far j < n 
unter einander identisch sind. 
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§ 14. 
Ableitang einiger HülflBformeln. 

Behufs der in den folgenden §§ anzustellenden Untersuchungen soll 
hier der Werth des Integrals 

(l.) 2^ rzJ''P,(z)dz 



berechnet werden; wobei zwei Fälle zu unterscheiden sind. 

Erster Fall: n= gerade. Alsdann verschwindet bekanntlich ß für 
i=»l, 3, 5, ••• (n — 1), während gleichzeitig Pn{^) die Form hat: 

(2.) P.W-ao^^^ + aj^r^-^ + a.if— * + ... + «, . 

Somit ergiebt sich: 

(3.)' fi — (± i/(— r-.H i— T — s + — . -^ — 7 + • • • + -^ ) . 

oder, Alles auf gleiche Benennung gebracht: 

wo die A, ebenso wie die a, unabhängig von jf sind. Hieraus aber folgt, weil 
(wie schon bemerkt) ß füry=l, 3, 5, ••• (w — 1) verschwindet, sofort: 

Um den nur von n abhängenden Factor A^ zu bestimmen, betrachten wir 
den Specialfiill: j=^oo. Für diesen Fall nimmt die Formel (3.) die Gestalt an: 



fi-(±iy--!n^«o + «. + «. + •• • + ««). (fdri-oo), 



d. i. nach (2.): 

fi-(±iy~j.p.(i)-(±iy;^.-(±iyj, (mri-cx». 

Und mit Rücksicht hierauf folgt aus (5.) sofort, dass -4o = l sein muss. 
Substituiren wir also in (5.) für ß seine eigentliche Bedeutung (1.), so er- 
halten wir schliesslich die Formel: 

(6.) J z^ P, W a^ - (± 1)^ ^•(^• + 2)(i+4)..C; + n) ' ^** ^®"^®^ ' 


Keamann, Kngelfünctionra. I. ^ 
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deren rechte Seite, wie man leicht durch directe Rechnung findet, für n = 
den Werth {±iy ^ , und für » = 2 den Werth {±iy jjj^ annimmt. 

Zweiter Fall: n= ungerade. Alsdann verschwindet bekanntlich S (1.) 
far y==2, 4, 6, ••• (n — 1), während gleichzeitig Pn(z) die Form besitzt: 

SoDut ergiebt sich: 

(8.) s_(±,y*i(-^. + _^+_J??_ +... + %!). 

oder, falls man Alles auf gleichen Nenner bringt: 

n — 1 n — 3 n— 5 

WO die -B, ebenso wie die /3, unabhängig von j sind. Hieraus aber folgt, 
weil ß fQr y«=2, 4, 6, ••• (w — 1) verschwinden muss, sofort: 

Um den nur von n abhängenden Factor Bq zu ermitteln, betrachten wir 
wiederum den Specialfall: j=:oo. In diesem Fall ist nach (8.): 

ß-(±iy'-' ;;^. (Po + Ps + P4 + ••• + ?„. i), (füri-oo), 

also mit Rücksicht auf (7.): 

Und mit Rücksicht hierauf folgt aus (10.) sofort, dass ^o = l sein muss. 
Die Formel (10.) nimmt daher schliesslich, indem man für ß seine eigent- 
liche Bedeutung (1.) substituirt, folgende Gestalt an: 

(11.) J z P^(,)Bz^{± 1) ~ j:|:i) (J + 3y(j-+ 5)T7öqF7ö- ' ^'* ungerade) . 



Die rechte Seite dieser Formel hat, wie man durch directe Berechnung findet, 
farn=l den Werth (+ 1)>+^^, und flr w=3 den Werth: (+l)^^\V'w?, -v> 
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§ 14.' 
'Weitere Hülfsformeln. 

Aus (34.), Seite 32, folgt, wenn man x = macht: 

J ^-'^ 0-1)0 — 2)..(j-«) J 

00 

vorausgesetzt, dass j>n und j>0 ist. Und hieraus ergeben sich mit 
Rücksicht auf (6.) und (11.) folgende Formehi: 

(vorauBgesetct i > n und j > 0) 

pP,{z)dz (i+i)y+3)(i + 6)..(i + n-l) 

J z^ ^0 — 2)0— 4)-. -O — w) 

00 

(1^-) - (- 1) (± 1)' (j_i)(j_3)(i-6)..C;--n) ' ^^^ ^ ungerade. 

Was ferner die Werthe dieses Integrals filr die Specialfälle n = 0, 2 und 
w=»l, 3 betrifft, so findet man durch directe Rechnung 

fürn — denWerth: (— 1)(±1)^4-, für n — 2 den Werth: (— i)(±l)^ w »"^ L t 

förn-l denWerth: (- 1) (±1)^"^^ -^ , für ti — 3 den Werth : (-.i)(-ti)>+i —^i?— rr . 

§ 15. 
Entwicklung der Function Snj(x) nach steigenden Potenzen von x^ faUs j> n. 

Nach (8.»), (6), Seite 27, ist: 



00 



0'>n), 



d.i. S,,(x)-(-l)(1.2..i)(l^«')' I —--7 ^XTT, • (i>n). 



00 



/ 



Entwickelt man das unter dem Integralzeichen enthaltene Binom nach 
Potenzen von -, und setzt zur Abkürzung: 



6 
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so folgt: (immer ToransgeMtzt: i>n) 

(16.) S^j {X) - (- 1) (1 . 2 . . j) (l ^ x')^ {Gj^,+ Gj^,^^ X + G^.^3 ^^+^)0^+^^ x' + "). 

Bei Bestimmung der Integralwerthe G ist nun nach (13.), (14) zu unter- 
scheiden, ob n gerade oder ungerade ist. 

Erster Fall: n = gerade. Alsdann ist nach (13.): 

/17> r ( ,^ (i+l)Ü• + 3)■>(i+n^l) 

(17.) ö;/+ 1 - (- 1) — 777—2)777(7310 — ' 

,,., r _, ,s 0' + 2)(i + 4)-»(i + n ) . 

^^^'^ ^^- + ^ "" ^"^ ^ 0' + 1) 0" - 1) • • • (i - n + 1) ' 

woraus sofort die recurrenten Relationen entspringen: 

/i o ^ r (j+w4- l)Ü-»0 ^ 

Ci»0 ^> + 3=- (j4.i)(j+2) ^> + i' 

^ ^^ >+* (i + 2)(i + 3) ^> + 8* 

Mittelst (19.) können wir die (16.) enthaltenen Coefficienten: 

durch den ersten (r^+i ausdrücken, dessen Werth in (17.) angegeben ist. 
Desgleichen können wir mittelst (20.) die in (16.) enthaltenen Coefficienten 

wiederum auf den ersten derselben: 6^+2 reduciren, dessen Werth in (18.) 
notirt ist. In solcher Weise folgt aus (16.): 

(yorausgesetzt j'^n und n gerade) 

(21.) =^ y- 

(1.2..j)(l— X«)« 
0'+l)(i+3)-(j+n~ l)A , (i + n + l)0'-n) (i+>t+00'+n+3)0--n)(i-n+2) \ 

" i(j-2)..C;-«)~\ "^ 1.2 ^ "^ 1-2.3.4 aj-t-...^ 

, 0'+2)0 ' +4)--(j + n) / 0-+n+2)0--n+l) . , U+n+^){j+n+4.)U^n+\){j-^+ %) v 

"^(i-i)0'-3).-t;-w+i)\ "^ 1.23 "^ 1.23.4.5 *-t--.-^, 

WO die Factoren der oberen und unteren Reihe filr w = respective 4- 
imd 1 werden. 

Zweiter Fall: n=^ ungerade. Alsdann ist nach (14.): 

^''•^ ^>*^ ^"'^ (i-l)0--3)..0-n) ' 

^ ' .'^^ ^ • '^jO— 2)...0 -n + l) ' 
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woraus die recurrenten Belationen entspringen: 

mit Hülfe dieser Formeln (22.), (23.), (24.), (25.) nimmt die Formel (16.) 
folgende Gestalt an: 

(Toranagesetst i>>n und n angerade) 



(«6.) 



(1 • 2. -jKI -•»:'')' 



(J+2)(j+4)-0'+»-l) /, , 0'+n+l)0 -n)_, . 0+w+l)(j+n4-3)(j-n)0-n+8) .., . \ 
0-l)(i-3)--(i-»)l ■•" 1-2 * ■*■ 1-2. 3. 4 x+-^ 

, (j+l)0+8)--C;+ ti) / 0-+n+2)0-n+l) (■/+ >»+2)(j+n+*X.;-*>+l)0--n-f3) ^, , \ 

"•■ >Ü-2)-0-H + irr'^ 1.2-8 * ■*" 12. 3. 4-6 *+••;. 

WO die Factoren der oberen und unteren Beihe für n =» 1 respective gleich 
1 „„j J + i 



j-i 



imd "^4^ werden. 



§ 18.» 
üntwloklimg der Fanotion Tnj (x) nsoh steigenden Potensen von x, flalls j > n. 

Nach (8.^), (6.), Seite 27, ist: 



-1 






00 

-1 



d.i. r,^(x)-(-l)(1.2.8..j)(l-x')» / -5 — — 0>n). 



4 /* ^.W2« 



OD 



Entwickelt man das unter dem- Integralzeichen stehende Binom nach Poten- 
zen von — , und setzt zur Abkürzung: 



X 

e 

-1 



(27.) f'Pni^ _ jj 



00 



so folgt (immer yoraasgesetzt: j>>n) 

Bei der weiteren Behandlung dieser Formel sind wiederum zwei Falle zu 
imterscheiden. 
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Erster Fall: n=a gerade. Alsdann wird nach (13.): 

^ ' i + i ^ ' ^(j_2)-.0 — n) 

woraus die recurrenten Relationen entspringen: 

ffii\ TT ^ 0' + n + l)(j-"n) 

,o9 V TT (i + n + 2)Cy-n+l) 

Mittelst dieser recurrenten Belationen lassen sich sämmtliche Coefficienten 
H der Formel (28.) durch die beiden ersten ausdrücken, deren Werthe in 
(29.), (30.) angegeben sind; wodurch jene Formel folgende Gtestalt gewinnt: 

(voransgeBetzt j>-n nnd n gerade) 

(38.) _±^yi^^ 

(1.2..i)(l — a:«)« 

(i+l)(i+8)-C;+n-l) /, , (i4-n+l)(i-n) (j+n+l)(i+n+3)(j-n)(i~n+2) \ 

" iÜ— 2)..(i-n) \ "^ 1-2 "^ "^ 12. 3. 4 a; -r---^ 

(j+2)0'+4)-(i+n) / (j+n+2)0--n+l) , , (i+n+2)(i+n+4)(i-n+l)(i~n+3) \ 

y— i)(j_3)..(j_n-fl)\ ■*" 123 "^ 1.2-3.4.6 "^/' 

Zweiter Fall: w=» ungerade. Alsdann ist nach (14): 

^^^'^ . ^> + ^ ^"^ ^^ 0-1)0-8). ..(j-n) ' 

woraus dieselben recurrenten Relationen entspringen, wie in (31.), (32.). 
Mittelst dieser Relationen nimmt die Formel (28.) folgende Gestalt an: 

(Toransgesetzt i>-n und n ungerade) 



(36.) 



J_ 

(i.2..i)(i — «•)« 



U+mJ+^y-U+n- l) (, . 0' + n + l)Ü ~n)^, . (j+n+l)(j+n4-3)0--n)(i~n+ 2)^, , \ 
= 0*-l)C;-3)..0-^l^"*' r2 ^ "^ 12. 3. 4 -^ +*'7 

C; + l)0-+3)..(i+n) / (j+n+2)C;-n +l) . , (j+n+2)(i+n+4)(i-n+l)0-ti+3) ^, . \ 
-^•y-2)..0-n + l)r"*" 1.2.3 " ^ I.2.3T476 ^ +•••;• 

Bemerkung. — Die beiden letzten Entwicklungen (33.), (36.) können 
leicht aus den früheren Entwicklungen (21.), (26.) abgeleitet werden ver- 
mittelst des auf Seite 27 gefundenen Satzes: 

(37.) T^j (x) - (- 1)^- + " S^j (- X) , U > n) . 
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§ 15.^ 
Entwicklung der Ftinotion Qnj (x) nach steigenden Potenzen von x^ falls j> n. 

Nach (10.), Seite 27, ist: 

Bei der weiteren Behandlung dieser Formel sind zwei Falle zu unter- 
scheiden. 

Erster Fall: j + n= gerade. Alsdann erhält man: 

und hieraus durch Anwendung der Formeln (21.), (26.): 

falls n und j beide gerade sind, und j'^n ist: 

QnJ (*) 



(39.) 



(l-2--j)(l— «>)» 



g U+i)U+*)-U+ n)( ■ 0+n+2)0-n+l) (j+n+2)U+n+i)(j-n+l)U-n+9) \ 

0-l)0"-8)-0-»«+l)\ 1-2-8 "•" 1-2-8-4-6 *-r--y. 



(40.) 



und andererseits, falls n und j beide nngerade sind, und i^n ist: 



J_ 



g (i+l)0 + 3)--(j+n) / 0-+,i+2)a-n+l) , , U+n+2)U+n+A)U-fi+l)(j-n+S) \ 

" J(J — 2)..0" — w+1) V ■*" 1.2.3 "^ 12. 3- 4. 6 "*"/* 

Die rechten Seiten dieser Formeln (39.), (40.) unterscheiden sich, wie man sieht, 

nur durch die vorgesetzten Zahlenfactoren, wälirend die Reihen dieselben sind. 

Zweiter Fall: i + n = ungerade. In diesem Fall erhalt man aus (38.) : 

und hieraus durch Anwendung der Formeln (21.), (26.): 

falls n gerade, j ungerade, und j>-n ist: 

(42.) ^>^-_- 

(1.2..j)(l— «•)« 
o (i+l)a+8)-0-+n-l) /, , U+n +l)U-n) (j+n+l)U+n+S)U-l)U-n+7i \ 

" iü-2)-C;-»«) \ "*■ ^i*^"« ^ + 12. 8. 4 * ■*'"7' 

und andererseits, falls n ungerade, j gerade, und i>-n ist: 



(43.) 



(1.2..jf)(l— x«)» 

(i+2)(i+4)-C;+n-l)/, . C;+n+l)0-n) . . C;+w+l)C;+n+3)(j-n)0-n+2) 



o U+^)U+^)"U'i-n-l) / . U+n+l)U-n) . . U-f->H-l)U-f-n-^3)(,^-n)(J~n-t-2) \ 

"" 0-1)0- 3).. O'—«) V 1-2 ■*" 12. 3. 4 "^r 
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Die rechten Seiten der Formeln (42.), (43.) unterscheiden sich wiederum 
nm* dm-ch die vorgesetzten Zahlen&ctoren, wahrend die Reihen dieselben sind. 
Bemerkimg. Bezeichnet man in den Reihen (39.), (40.), (42.), (43.) 
irgend zwei aufeinanderfolgende Glieder mit 

SO ist 

SB £- £. x' , 

P 

also =a:^y falls p sehr gross ist. Hieraus folgt, dass all' diese Reihen con- 
vergent sind für a? < 1 , oder genauer far a:* < 1 . 

§ 16. 
Bemerkungen über die Functionen Qn (po), Qnj (x). 

Wahrend im Vorhergehenden Q^j {x) far j>n nach steigenden Potenzen 
von X entwickelt wurde, soll nun im Folgenden eine solche Entwicklung 
für ^* < w bewerkstelligt wferden. Zu diesem Zweck mögen hier zunächst 
einige vorlaufige Bemerkungen Platz finden. 

Nach der Definition von Q^ {x) ist : 

+1 



.r+1 ' 



-1 



oder, was dasselbe: 

(1.) Qn W 



K W - Pn (^) log J^l - [ P, {X) log (-1)1 



wo die beiden Glieder rechter Hand { } und { } filr a;* < 1 respective reell 
und rein imaginär sind*). Diese complexe Beschaffenheit von Q^ (x) über- 
trägt sich durch Differentiation auf Q^^{x)y so lange i<n, hört aber auf; 
sobald 3^ n wird**). 

Für a?* < 1 sind also die Functionen Q^j (x) complexe Grössen, so Icmge 
j<n, hingegen reelle Grössen, sobald j>n tvird. Die Voraussetzung a?* < 1 



*) Denn es ist log ( — 1) =— (2p +i)ni, wo p eine nnbestimmte ganze Zahl und t =■ V— 1 ist. 

d^ P (x) 

**) Denn för j>n verschwindet der Diflferentialquotient — — . 

dx^ 
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ist aber diejenige, welche im Folgenden bei der Entwicklung von Qnj{^) 
nach steigenden Potenzen von Xy der Convergenz willen, beständig festzu- 
halten ist. 

Aus (1.) folgt durch Differentiation: 

Weiter folgt aus (1.), (2.) für x = 0: 

(3.) Cn (0) =- -R» (0) - P„ (0) log (- 1) , 

(4.) e;(0) - ä', (0) + 2 P^(0) - P;(0) log (-1) ; 

und diese Formeln (3.), (4) gewinnen, je nachdem n gerade oder ungerade 
ist, folgende speciellere Gestalten*). 

Für ein gerades n: 

<?n (0) -P« (0) log (- 1) , 

Q'n (0) - K (0) + 2 P, (0) , WO bekanntlich : P, (O) - (- 1) » ' ^'.4""'^ • 

andererseits fiir ein ungerades n: 

n-l 

q' (0) » — P' (0) log (— 1) , wo bekanntlich: P' (0) — (— 1) 



(6.) 



(6.) 



2 1 • 3 • • 9t 



2 . 4 . • (n — 1) 



§ 16.* 
Entwicklung der Function Qn{x) nach steigenden Potenzen von x. 

Aus der bekannten Differentialgleichung: 

(7.) (l-a:«)e«(a:)-2xC'„(x) + ti(n + l)(),(a:)=.0 

folgt durch {j — 2) -malige Differentiation: 

(8.) {l-x^Q^^Hx) - 2(i- r)xQ'^'^Hx) + (n -J + 2) (n+i -!)(;>;/-*) (X) - 0; 

uud aus diesen Gleichungen (7.), (8.) entspringen die Formeln: 

Q'nW w(M + l)C,(0), §7(0)^ (n-l)(M+2)e;(0), 

(9.)$i'\0)= + (n-2)«(fi + l)(w + 8)C,(0), e(^5)(()j_^(^_3)(„ _ ^j^^^^g^^^^^^^'^ (^^ ^ 

<?r(0: (ii-4)(w -2)ii(n+l)(n+3)(n +6) <?„(0), (^^{0)-=^ - (n~5)(H-3)(n-l)(n+2)(n+4^(n+6) ^^'.(O), 

etc. etc. etc. etc. 



*) Es ist n&mlich zu beachten, dass J2^ (x) nur ungerade Potenzen von x enthält, falls n 
gerade, nnd umgekehrt nur gerade Potenzen enthält, falls n ungerade ist. 

Xeumann, Kugclfunciionen. I. 7 
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vermittelst deren sämmtliche Grössen 

CnW. CnW. Cn(0), Qn^fi). «1*^(0), .... 

auf die hdden ersten reducirt sind. — Entwickelt man nun Q^ (x) nach dem 
Taylor'schon Satz, so ergiebt sich mit Hülfe der Formeln (9.) sofort: 

(10.) Qni^)-Qn(fi)'^+Qn(fi)'^^ 

WO Ä und @ folgende Reihen bezeichnen: 

_ ti(n+l) . , (n-2)n(n+l)(n + 3) __ - 

^"" 1-2 "^ 12. 8. 4 

^^^*'^ S^^ (n-l)(n + 2) ■ . (n^8)(n-l)(n + 2)(t» + 4) 

1.2. 3 ^ 12. 3. 4. 6 

In genau derselben Weise kann öflFer?J)ar jedes andere particulare Inte- 
gral der Gleichung (7.), z. B. P^ix) behandelt werden. Somit folgt: 

(11.) P^ix) = P,(0) . ^ + P','(0) . @ , 

wo Ä, @ dieselben Reihen sind, wie in (10.*). 

Es handelt sich nun nur noch um die Berechnung der in (10.) enthaltenen 
Constanten Q^ (0) und Q^ (0). Zu diesem Zweck unterscheiden wir zwei Falle. 

Erster Fall: w= gerade. Alsdann ist na<5h (10.), (11.)' 

Cn(^)=-C,(o).Ä + Cn(o)-S, 

oder, falls man Ä eliminirt: 

(0) 

(12.») C,(^) - C«(0) • © + jr^^ PJo:) , 

oder, falls man ^-mal nach x diflferenzirt, und dabei 3>n voraussetzt: 

(18.) Q^^ («) =- e'n (0) . @^^^ , (n gerade und i> n) . 

Dieser Werth von Ql^(x) muss identisch sein mit demjenigen, welcher durch 
die Formeln (39.), (42.), Seite 47, dargeboten ist. Und die Vergleichung 
dieser beiden Werthe muss also nothwendig zur Kenntniss der in (13.) ent- 
haltenen Constanten Q^ (0) uns hinfahren. 

Das allgemeine Glied der Reihe @ (10.*) lautet: 

S^ [(n-g + 2)(n-^g + 4)...(n-1)][(n + 2)(n + 4)...(n + g-l)] 
^^ ^^ 1 . 2 . 3 . . . g ^ ' 

WO g ungerade. Ist nun j eine gerade Zahl, so wird dasjenige erste Glied dej: 
Reihe @, welches bei ^*- maliger Differentiation nicht fortßLllt, bestimmt durch 
j=y+l. Folglich lautet das erste Glied der Reihe (S^^^: 
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(-1)» [(n-i+l)(n-j + 3)...(n-l)][(n + 2)(M + 4)..(n+j)]x. 

Aus diesem ersten Gliede erhalt man aber, wie leicht zu übersehen , die 
folgenden Glieder der Beihe @^^ dadurch, dass man respective mit 

(w~i-l)(n + J + 2) 
1.2. 3 

[(n^J-8)(ti-i-l)][(n+i+2)(n+J+4)] 
"'" 1.2.3.4.6 ' 

etc. etc. 

multiplicirt Somit folgt aus (13.) 

falls n und j beide gerade sind, und j>>n ist: 

(14.) ^/)(rc)-C;(0).(-l)»[(n-i+l)(n-.i+3)...(n-l)][(n + 2)(n + 4)...(n+i)]x 

^(xA- 0~n + l)C; + n + 2) ^, (J ^n + %)U -n+\)(3 + n + ^)U + n + 4.) ^. . . . \ 
\"* 123 1.2.3.4-5 "^Z 

Ist andererseits j* eine ungerade Zalü, so wird das erste Glied der Beihe 
@, welches bei y- maliger Differentiation nicht verschwindet, bestimmt durch 
g=y; und also das erste Glied der Beihe @^^^ lauten: 

(-1) * [(n-J + 2)(n-i + 4)..(n-l)][(n + 2)(»i + 4)...(n+i-l)]. 

• 

Aus diesem aber entstehen die folgenden Glieder der Beihe @^^ durch 

Multiplication mit 

(n-i)(tt+.7+ i)^, 
12 ^ ' 

r(ti-i-2)(n-j)]r(n+i+l)(n+i + 8)] , 
\ 12.8.4 

etc. etc. 

Somit folgt aus (13.) 

falls n gerade, j ungerade und i>-n ist: 

izl 
(15.) Ci-^(x)-Ön(0)-(-l) * [(n-i + 2)(n-i+4)..(ti-l)][(n + 2)(n + 4)..(n + i-l)]x 

^/- , -n)(i + n + l) ^, . (j-» + 2)0--n)(j + n + l)(i + n + 3) ^, , \ 
X\l-\- 172 * "<■ 1.2.34 1- • • V • 

Aus der Vergleichung von (14.) mit der früheren Formel (39.) , Seite 47 
folgt sofort: 

(n und j beide gerade und j'^n) 

7* 
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Durch diese Gleichung wird der Zahlenwerth von Q\ (0) bestimmt. Der- 
selbe muss seiner Natur nach unabhängig von j sein; was in vollem Ein- 
klang steht mit der vorliegenden Gleichung. Beachtet man nämlich, dass 
n und j gerade sind, und j>n ist, so kann man den in jener Gleichung 
mit f bezeichneten Factor auch so schreiben: 

/•=(,i-^-+l)(n-i+3)...(-3)(-l)(l)(3)(5)...(n-l), ' 

oder auch so: 

/-=.(- 1) * [(j-n-l)(i-w — 3)-.-3.1][1.3.5...(n-l)], 

Substituirt man aber diesen Werth von f, so folgt nach leichten Reductionen : 

n 

(16.) C'n (0) - (- 1)^ • 2 — |f ;^ '^^ , (n gerade) . 

Genau derselbe Werth von Q\(ß)- ergiebt sich, wie a priori zu er- 
warten, aus der Vergleichung von (15.) mit der früheren Formel (42.), 
Seite 47. — Femer ist nach (5.): 

n 

(17.) Q^ (0) =- - P, (0) log (- 1) = - (- 1)^ ^'\\'t-^^^ ^""^ ^~ ^^ ' (** gerade) . 

Durch Substitution dieser Werthe (16.), (17.) in die erste der Formeln (12.) 
erhält man schliesslich: 

n 

(18.) C, (*) - (- 1)^ (2 ITs-^n ^ ® - ' ' 2.4.'.;'^ «) • (" 8-'«»«) ' 

WO Ä, @ die in (10.*) aufgefOhrten Reihen vorstellen, und A=log( — 1) ist. 
Zweiter Fall: n= ungerade. In diesem Falle wird nach (10.), (11.): 

<?H (•'^) - e, (0) • Ä + ?;(o)-@, 
p, (X) = p; (0) . © , 

oder, falls man @ eliminirt: 

O' (0) 

(19.») «, {X) - ^, (0) . R + ^?-^- P, (a:) , 

oder, falls man ^-mal nach x differenzirt, und j*>n voraussetzt: 

(20.) öi/> {X) = Ö^ (0) . ft^^^ , (n ungerade und j>n). 

Dieser Werth von Q^ {x) muss identisch sein mit demjenigen, welcher durch 
die Formeln (40.), (43.), Seite 47, dargeboten ist. Und durch eine solche 
Vergleichung müssen wir zur Kenntniss der Constanten Q^ (0) gelangen können. 



— 53 — 
Das allgemeine Glied der Reihe Ä (10*) lautet: 



9 



, ..F [(n-g + 2)(n-g + 4)--n][(n+l)(n + 8)-»-(n + g~l)] ^o 
^-^) 1.2. 3.. .3 * ' 

WO j gerade. Ist nun j eine gerade Zahl, so wird das erste Glied der 
Reihe Ä, welches bei i- maliger Differentiation nicht verschwindet, durch 
j=^' bestimmt. Folglich wird das erste Glied der Reihe fi^^ lauten: 

j_ 

(-1)* [(n-j + 2)(n-i+4)...n][(H+l)(n + 3)...(n+i-l)]. • 

Aus diesem Gliede aber entstehen die folgenden Glieder der Reihe Ä^^^ 
durch Multiplication mit 

(n-j)(n+i+l) ^. 

TTä "^ ' 

[(n-i-^2)(n-J)][(n + i+l)(n+i + 8)J , 
■*" 1.234 ' 

etc. etc. 

Somit folgt aus (20.) 

falls n ungerade , j gerade und j >> n ist : 

(21.) «^^(a;)-ÖnW •(-!)* r(«-i+2)(n-i + 4)...n][(n+l)(n+3)...(n + J-l)]x 

>.(l I Ü'^^)C;' + ^ + ^):c' I 0-^ + ^)0'-^)0' + ^+^)(>/ + ^ + '^) :,^ I ). 

\ r*2 1*2*3*4 / 

Ist andererseits j eine ungerade Zahl, so ist das erste Glied der Reihe 
Ä, welches bei J- maliger DiiSferentjation nicht verschwindet, das durch 
g=J + l bestimmte; folglich lautet das erste Glied der Reihe Ä^^: 

(-1) » [(n-i+l)(n-i+3)...n][(n+l)(n + 3)...(n+i)]«, 

und aus diesem entstehen die folgenden Glieder der Reihe Ä^ durch Multi- 
plication mit 

( n-j-l)(n+j + 2) 

12-3 ' 

[(n-i-3)(n^i-l)][(n+J + 2)(n+j + 4)] 
"'' 1 • 2 • 3 • 4- 6 • 

etc. etc. 

Somit folgt aus (20.) 

falls n und j beide ungerade, und j^n ist: 

i±l 
(22.) Ci^(a:)-e^(0).(-l) * [(n-i+ l)(n-i + 8) • • -h] [(n+ 1) (n + 3) • • -(n+i)] X 

X (o: + 0'-^ + l)C; + n + 2) ^, _j_ C;-n + 3)(i-n + l)(i + n + 2)C; + n + 4) ^5 ^ . . V 
\ 1*2*3 1*2*3*4*5 ' 
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Aus der Vergleichung dieser Formel (22.) mit der früher gefundenen 
Formel (40.), Seite 47, folgt sofort: 

(n und j beide ungerade , nnd j >> n) 

g,(0)(-l)"^ ,[(n-i+l)(n-i+3)'-n] [(n+l)(n+3)..(n+^^^ 

} 

WO der Factor f auch so darstellbar ist: 

/•-(n-J+l)(n-.i + 3)...(-3)(-l)(l)(3)(5)...n, 

oder auch so: 

^=(—1) * [(i— n — 1)0' — n — 3)-..S.l][1.3.6...n]. 

Substituirt man diesen Werth von /*, so folgt nach leichter Beduction: 

(23.) C (0) - (- 1) * 2 ^'\'^^^,^^\ (n ungerade) . 

Zu demselben Werth für Q^ (0) würde man auch gelangen durch Vergleichung 
der Formel (21.) mit der früheren Formel (43.), Seite 47. Femer*) ergiebt 
sich aus (6.): 

(24.) Q'^ (0) - - P\ (0) log (- 1) - + (- 1) ' ^,\[^^{n^l) ^""^ (~ ^>' f* ungerade) . 

Durch Substitution der Werthe (23.), (24) in die erste der Formeln (19.) 
erhält man schliesslich: 

(26.) e,(^)-(-l)* jg " i.s..'!~'^ « + ^2tIt^^)®}. («ungerade), 

WO Ä, @ die Beihen (10.*) bezeichnen, und A=3log( — 1) ist. 
Beiläufige Bemerkung. — Für ein gerades n ist**): 

(26.») 2i,(0)-0, (n gerade), 

femer nach (5.), und mit Rücksicht auf (16.): 

K (0) - Q'n (0) - 2 -P» (0) , 

n 

/ i\«" o/ 2-4..n i.3..(w — 1)\ 

-(-'^ •M l>3..(n-l) - 2.4..n )' (n gerade) , 

oder, was dasselbe: 



y (2 . 4 . . n)* — (l . 3 . • . (n — 1))* 



(26.1») Ä, (0) -(-!)'. 2 ^ .,:,..., ^, (n gerade) . 



1 . 2 • 3 • • n 



*) Man hat, was die Anwendung der Formeln (6.) betrifft, zu beachten, dass 

n-i m-i 

(-1) ' (-1) * 

ist. 

**) Vergl. die Note Seite 49. 



— 55 — 
Andererseits ergiebt sich für ein ungerades n aus (6.) und (23.) die Formel: 

m-i 
(27.») B^ (0) - Q^ (0) - (- 1) * .2 ^'^'/^^"^^n^ , (n ungerade) , 

Während gleichzeitig*)'. 

(27.*) JB|, (0) =- , (n ungerade) . 

Man kann nun die Function B^{x) vermittelst der fOr diese Function gel- 
tenden Differentialgleichung und mit Benützung der Formeln (26,*» ^), 
(27.*» ^) nach steigenden Potenzen von x entwickeln. Doch ergeben sich 
für die Coefficienten dieser Entwicklung complicirte Werthe. 



§ 16.^ 
Entwicklung der Function Qnj(x) nach Bteigenden Potenflon von x^ faUs j<.n. 

Erster Fall: n^= gerade. Alsdann ist nach (18.), wenn man für Ä, @ 
ihre eigentlichen Bedeutungen (10.*) substituirt: 

(n gerade) 

(28.) e, («) - (- i)* X 

8-4-n / • (n-l)(n+2) (n-8)(n-l)(w+8)(n+ 4) ' 

1.8-(n— 1)V 1-2-3 "*" 1-2-3-4-6 

^ ^ _ ^ l-a-Cw-l) / _ n(n+l) ^, (n-8)w(n+l)(n+3) ^, ' 

2'4---N \ 1-2 "*" 1-2.3-4 

WO /l == log ( — 1) ist. Insbesondere wird für n = 0: 

(29.) «.(:c)-2 (-|- + ^+^ + ...)- i. 

Sodann ergeben sich aus (28.) durch ^'- malige Differentiation folgende For- 
meln für Qi^ix). 

Falls n gerade, j ebenfalls gerade, nnd i<n : 

(30.) ei-"(a:)-(-l) » X 

2.4-(n+j) / 0--n-i-l)(j-hH-2) ., (j-*H-l)0-»H-8)(i+n+2)0+n+4) . \ 

l-3-(n-j— 1)\ "•■ 1-2-3 ■'" 1.2-8-4-6 "'" / 

^1.3 ..(»4.j- l)/ (j-n)U+n+l) ^. 0-H)(j-n+2)0+w+t)(J-HH-8) ^, , \( ' 
2 • 4 • • (fi — J) \ 1*2 1*2*3*4 /) 



**) Vergl. wiederam <lie Note Seite 49. 
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andererseits, falls n gerade, j nngerade, nnd j<C*f- 

n+J-l 

(81.) «!.•"(«)-(- 1) * X 

2.4-(n+j- l)/ U-n)U +n+l) , . U-n)U-n+2)U+n+l)U+n+ 8) \ 

l-3-{n—j) \ ■'" 1-2 ■*" 1.2-3-4 "'" / 

, , l-3-(n+j ) / , U-n+1) U+n+2) . , U-n+l)U -n+3)U+n+i)(j+n+i) \ | ' 

+ *2.4..(n-i-ljr"'" i:2~8 * "•" 1.2.3-4-5 "^ """".Vi 

WO überall X = log ( — 1) ist. 

Zweiter Fall: n = ungerade. Alsdann folgt aus (25.) mit Rücksicht 
auf (lO.a): 

(n ungerade) 

n + l 

(32.) Q^ (X) - (- 1) » X 

2.4»»(n~l) / n(n_+ 1) (n - 2) n(n+ l)(w + 8) _ \ 

IS.n \ 1-2 "'■ 123 -4 ■■/ 

18 .n / (n-l)(n + 2) („-3)(ti-l)(H + 2)(n + 4) A [ ' 

■^ 2.4-.(n-l)\ 1-2-3 "^ 12. 3. 4. 5 "/j 

WO wiederum X = log ( — 1) ist. Insbesondere wird für n = 1 : 



(83.) 



AI / N « /^ X* X* x^ V , 

ft (a:)=- - 2 /l -— — y — y .J-XX. 



Weiter ergeben sich nun aus (32.) durch j- malige Differentiation folgende 
Formeln fOr Q^^ix). 



Falls n ungerade, j gerade, und ^*<![w ist: 



(34.) Q^{x)^{^l) ^ X 

2.4..(n+i ->l)/. , (i-n)C;-+n+l) . , (j-tO( J-n + 2)(i+n+l)(J +>t+3) ^, . \^ 

^ i.3..(n-:F\ "^ i-2 ^ + l.Y^3T4 ^ +"7 

^ 1-3. .(n+i) / , (i-M+l)(j+ ^^+2) ^3 . U-n+l)U^n+S) U+n+2) (j+n+4.) \ 

" 2.4-(n-j— 1)\ "^ 1.23 "^ 12. 3-4. 5 "* ^ 

andererseits, falls « ungerade, j ebenfalls ungerade, und i"<n ist: 

(86.) Ci/'^ (.c) = (- 1) « X 

f g 2>4..( »-hJ) / . (irn+l)(J+n+2) (7-»i+l)(j-n+3)(j+n+2)(j+n+4) . , x 
j ^i.3..(,i-J_r)V "^ 1.2:3 "" "^ "^ ~"l.2.3:4~6 ^"^ j 

i + * 2.4..(„-j)'V^"^ 1^2 ^ + ^172.-3.4 "" +'"7J 

WO überall X = log ( — 1) ist. 
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§ 17. 

Darstellung s&mxntlioher Funotionen Pnj{x), QnjQxi), Snj(x), Tnj(x) durch zwei 

Beihen ^nj{x) und ®nj(x). 

Die Reihen Ä„y (x) und S^j {x)^ auf welche die genannten Functionen 
reducirt werden sollen, sind definirt durch die Formeln: 

^^^a:)^l + SL-^)U + n+Jl^ U^n)U^n+2)U + n+l)U + n + 3) 
"i ^''' 1-2 ' 1-2-3-4 .•*'T^» 

^^^'^ c; /.N . . (i-n+l)0-+n+2) (i- w+l)0-n+8)(.; + n + 2)0-+n + 4 ) 

««jf W — ^ i j-TgTä ^ i 1.284.5 = ^ "^ * 

woraus z. B. folgt: 

Ä (^)=.^,(:.)^i-^L(!L+Jl_a;»+ n(n-2)(n+l)(n + 3) 

^"■^ © (0,) = ® (X) -. * - (^i)-('L+i) a:« + (*'-l)(n-8)(n+ 2 )(«+4) ^. 

<ö,W = ©,oW=-* 1.2.3 *+ 1.2 -3 ^-ö . 

Durch diese Reihen*) kann z. B. P, (x) folgendermassen ausgedrückt werden: 



(38.) 



Pn (*) -(-!)* ^'a'V.^^n ^^ *• (*) • ^'^^'^ •» 8^'*^« • 



«-1 

2 1 • 3 • • . ti 



(39.) 



^» W - (- 1) 2.4...(n~l) ^^ ^"^^ ' ^*"* ** ungerade. 

Ferner erhält man für Pl^^ (x) d. i. — ^ folgende Formeln: 

H+J 

PW (X) - (- 1) » ^'g.4'-."(t-^ ~ *-> ^*^ ' **"' *• *^"*^*' •'" ^"^*' -^ ^ *•• 

n+J + l 

•PnW — C— 1) 2 .4.. '(n— 7^^"^^^^* falls n gerade, j ungerade, i<n, 

i'!/^ (^) - (- 1) * 2:4.^.^S"-V) ®«> ^^^ » ^^^ ** ungerade, j gerade, i < n, 

^L^ W = (- 1) ' ^^~^ii^ Kj W . ^a"» »* ungerade, j ungerade, j< n. 

Ferner gewinnen die Formeln (28.), (32.) durch Anwendung der Be- 
zeichnungen Ä^ {x) , @„ (a;) folgendes Aussehen [vergl. auch (18.) , (25.)] : 

Q. i^) - (- 1)^- (2 j:|l^^ @. (X) - X l:i:i(^^^ ä,(.)) , faUs n gerade, 

WO A = log ( — 1) ist. 

*) Welche, wie man sieht, identisch sind mit deigenigen, die in (10.*) kurzweg mit ß und 8 
bezeichnet wurden. 

Neumann, KugelAinotionen. L 8 
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Sodann gewinnen femer die Formeln (30.), (31.) und (34.), (35.) fol- 
gende Gestalt: 

Q^(x)-{-l) » X 
Ci-»(*)-(-l) * X 

WO überall X = log ( — 1) ist. 

Femer erhält man mit Bflckblick auf die früher gefundenen Formeln 
(39.), (40.) und (42.), j(43.), Seite 47: 

Q<J^(x)^2(,l.2..j)^^^^^±±^^±^-&^j(x), fall, n ger., i ger.. nnd i>n, 

Q^ (X) - 2 (1.2..i) ^^'^f^;^^l';l^^^~^^ Kj («) , faU. n ger., j unger., und i> «, 

(42.} 

«ü' (X) - 2 (1 .S-i) ^"(ll^ifd^^ai^'^t^^)^^ «., (X) , falle n unger., i ger., nnd j > n, 

ei" (X) - 2 (1 • 8 . .j) ^j^!J8-j;!"J^lif^i"^ ^nj W . fall« « ^^- . J «»««>•• . nnd i > n . 

Ferner gewinnen die Formeln (21.), (26.), Seite 44,' 45, folgendes Aussehen : 

(43.) ^ 

5,^.(x)-(1.2..j)(l-xVx 

1 0-1)0- 3).. ü-n) "'-/^''^+ j{j-2)..U-n+l) ®«/Wj. taiu n tmger., mid j > n. 

Endlich erhalt man fdr die Function T,j (x) aus den Formeln (33.), (36), 
Seite 46, folgende Darstellungen: 
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(-1/ r,^ (X) - (1 . 2 . . j) (i - «•) « X 

^, f (j+i)0+8)--(i-l-n-i) ff ,^. ü+a)C;+4>-(i+n) ^ i &i,.,«, „«<iv^« 
X I j(j-2)..(j-n) «-; (^) - o--i)0-3) . .(i-«+i) ®"^^*^ 1 • *^ * **'•' '>"'*^>*'' 

(-iy+ ' r,^ («) - (1 . 8 . . j) (1 - «V X 

xi y^'l^'^^«^^'"?""? «->(»)- ^■P^'^,-^r"^'t:^ ^M, feil, nunger.. und i>n. 

Schliesslich sei bemerkt, dass ich die Reihen (36.) mit ^ und @ be- 
zeichnet habe, um in solcher Weise an die Aehnlichkeit derselben mit der 
Cosinus- und Sinus -Beihe zu erinnern. 



8' 



Anhang zur ersten Abtheilnng. 

Dieser Anhang enthalt eine üebersicht der recurrenten Relationen 
zwischen den particularen Integralen mit verschiedenem Index, welche der 
DiflFerentialgleichung der allyemeinen Kugelfunctionen [(7.), Seite 2] genügen. 
Für die einfachen Kugelfunctionen P„ erhalt man diese Delationen am Be- 
quemsten mittelst der Formeln: 

7t n 

(«.) i\ w = > fu + v:;;^-=^i cos q>rdq>^^ /* ^^t — . 

^J ^ J (.r + Yx' — 1 cos (p)" + ^ 

u 

und aus den Relationen der P„ lassen sich die der (?„, P^^, Q^j, S„y, T^j leicht 
ableiten. 

Ausserdem werde ich in diesem Anhange (im letzten §) einige Tafeln 
geben für hesondere Werthe der Kugelfunctionen und ihrer Abgeleiteten. 

§ 1. 

Beeurrente Belationen für die P«. 

Aus den Formeln («.) folgt durch Differentiation und Multiplication 

mit (x^ — 1) : 

7t 

(p.) {X' — 1) P^ (^) =• ^ / (^ "*■ V^* — ^ ^°« 9?)" ~ ^ ((.*^* — 1) + ^ VI^^^=^1 cos 9W9 , 





2 



7t 

^ n + 1 / *(G^' — 1) + ^' V"^' — 1 cos <p 

" '^ y (x + v^^coB~^y^^ 



Hier lässt sich die rechte Seite in Formel (ß.) durch P„ und Pn_i, und die 
in (y.) durch P„ und P, + i ausdrücken, auf Grund der Gleichungen (er.). In 
solcher Weise ergiebt sich: 

(A.) (x«-l)P^- n(xP,-P„_,), 
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und hieraus durch Differentiation: 

(C.) nP^^ «^«--P.'-i, 

(D.) («+1)P„ O'K + Pn^l' 

9 

WO zur Abkürzung P„ P^ für P, (x), P^ (x) steht. Aus den vier Glei- 
chungen (A.), (B.), (C), (D.) ergeben sich folgende recurrenfe Relationen 
zweiter Ordnung: 

(III.) (2n + l)«P^ = (». + l)P;_i + nP; + i, 

(IV.) (2n + l)(x»- 1) P; - n(tt+ 1) (P, + i - P,_,) • 

Die Gleichung (I.) ist die Differenz der Gleichungen (A.) und (B.); die Glei- 
chungen (IL) und (III.) sind durch Elimination respective von P^ und P^ 
aus (C.) und (D.) entstanden; und die Gleichung (IV.) durch Elimination 
von P. aus (A.) und (B.). 

Mittelst der Gleichung (I.) kann man P^ durch die vorhergehenden 
Functionen P„_i, P«_2, P»-3> • • • ausdrücken; und zwar erhält man, 
jeuachdem n gerade oder ungerade ist, folgende Formeln. 

Für ein gerades n: » 



^ ^ « \ 2 ""^ » n — 2 '*-* ' n(n — 2) n — 4 *"* 

^'^ ^ «(w--2)...4 2 *)^ 2-4..n 

andererseits für ein ungerades n: 

Ci. ) ^^ = ^1 ;;— ^n-i "^T" w — 2 »-3^ n(M — 2) n — 4 "-^ 



, ,_ ,>-;- (»-i)(H-3)- -2 I 

+ ^ ^' n(«-2)..3 -^»l- 



Ebenso erhalt man aus (11.) 

für ein gerade« n: 
(2.») P; -(2n- 1) P,_i + (2n - 5) P,_j + (2ii-9) P,_5 • ■ ■ • + 7 P, + 3P, , 

ond für ein ungerades n: 
(2.") . P;;=(2n-l)P,_i + (2»-6)P,_j + (2n-9)P,_5--+6P. + P,. 

Ferner folgt aus (III.) 



(3.») 
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für eia gerades m 

W f 2n~l ^ n 2n-6 / n(n-2) 2n-9 p^ 

«*" |n — 1 *-i n — 1 n — 3 «-* "^(n — 1) (n — 3) n — 5 «" 



.... + (■^1)^' n(n-2)...4 3 .| 
^^ ^^ (n — i)(n— 3)..3 1 1 j 

und für ein ungerades n: 

^ ' » |n — 1 **ti n— In — 3 »-»• (n — 1) (n — 8) n — h * ^ 

.■■. + (-lp- n(n-2)--6 ^ p'\ , .'-^ 3-6--n 
^ ^ ' (n — 1) (n - 3) • • 4 2 « j ^ *■ ' 2 • 4 • • (n — 1) 

Endlich folgt aus (IV.) 

für ein gerades n: 

und fCUr ein ungerades n: 
(4.) i', *=^'* ^^|«(n-l)-^«-i + (n-2){«-8)'^«-8 + (n-4)(n-6)'^"-5 +3-2 '^«p 

Bemerkung. Aus den Gleichungen (2.*« *») ergiebt sich mittelst wieder- 
holter Differentiationen: 

K =-r2«-l](2'»-3)P,_,+2[2n-3](2n-7)P,_4+3r2n-6](2w-ll)P,_g+-, 
^■) P^ -[(2«-l)(2»-3)](2n-6)P,_, + 3[(2w-3)(2n-6)](2n-9)P,_5 + 

+ 6[(2n-6)(2n—7)](2n — 13) P,_7H , 

P^'"— [(2n— l)(2n — 3)(2n— 6)](2n— 7)P,_4+4[(2n— 3)(2n— fr)(2n— 7)](2n — ll)P,_j-|- 

+ 10[(2n-6)(2n-7)(2«-9)](2n-16)P,_8H ; 

und allgemein: 

(6.) pW = [l|^|llg^[(2n-l)(2n-3)...(2n-2i + 3)]{2n-2i+l)P,__, 

+ rTr|r:7yii) [(2" - 8)(2»»-6)- ••(2»»-2i + l)](2n-2i-3) P._^_, 

+ rl^fTT^f^lj [(«« - '^) (2«- 7) • • • (2 n - 2i - D] (2n - 2i - 7) P, __,_ , 
+ 

Dieser Ausdruck für P^ bricht ab entweder mit Po oder mit P^, jenach- 
dem (n — j) gerade oder ungerade ist. Giebt man daher z. B. dem fOr 
Pn (5.) erhaltenen Ausdruck, was die Reihenfolge seiner einzelnen Glieder 
betriflft, die entgegengesetzte Anordnung, so ergiebt sich, falls n gerade ist: 

pr-|-|n(n+l)Po + 5(«— 2)(n+3)P, + 9(n-4)(n + 6)P^... + (2n — 3)2(2n-l)Pn-«| , 
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und falls n ungerade ist: 

P^'— |-|3(n— l)(ti+2)Pi + 7(n— 3)(n+4)P, + ll(n— 6)(n+6)P6...+(2n-8)2(2n — 1)P«-«} . 

Um eine solche entgegengesetzte Anordnung beim Ausdrucke i^^^ (6.) hervor- 
zubringen, sei zunächst bemerkt, dass das mit Pn-j-p behaftete allgemeine 
Glied jenes Ausdruckes lautet: 

oder, ein&x^her geschrieben: 

(7.) l—_2_/[-(2^_p_l)(2n-^-3)...(2n-2j-i) + 3)](2n-2j-2p + l)P^_^_^, 

12.3. .|- 

wo p nur gerade Werthe besitzt, und wo dem vor der eckigen Klammer [] 
stehende Factor ftlr ^ = der Werth 1 zuzuertheilen ist. Falls nun 
(n — j) gerade ist, so ergeben sich die mit Po, P^, P4, ••• behafteten Glie- 
der des Ausdruckes (6.) dadurch, dass man in (7.) der Zahl p der Reihe 
nach die Werthe n — j, n — j — 2, n — j — 4, • • • zuertheilt. Somit folgt: 

[voransgeseist: (n — j) gerade] 
(8.») p(>'-i^i±^ll^i^±J^^[(„+i-l)(„+i-3)...(«-i + 3)].l.P. 

■f- • • • 

+ - t.i^'.'.\^i^-J'-k) ^^ [(n+i+ 1— l)(n+j+k- 3)- [n-j+k+3)] (2k+l) P^ 
+ • • 

Ist andererseits (n — j) ungerade, so wird man die mit Pi, Pj, Pj, ••• 
behafteten Qlieder des Ausdruckes (6.) dadurch erhalten, dass man der 
Zahl p in (7.) die Werthe n — j — 1 , n — j — 3, « — j — 5, • • • zuertheilt. 
Und man erhält daher: 

[vorauagesetct: (n —j) ongerade] 

+ • • • 

+ ■ 

In (8.*.) wie in (S.**) ist im letzten (d. i. in dem mit P,_^ behaftetem) Gliede 

dem vor der eckigen [] stehenden Factor der Werth 1 zuzuertheilen. 
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§2. 

Beourrente Belationen für die Qn- 



Mittels der Formel [(3.), Seite 1]: 



+ 1 



-l 



lassen sich aus den Formeln (A.) ; (B.) , • • • (I.) , (IL) , • • • die entsprechenden 
recurrenten Relationen für die Q^ ableiten. 

Aus (9.) folgt durch Differentiation: 

?^ni^)^^ r^ni^)!-^^ rKi^)^- 



-1 -1 



Nun* ist P„(l) = l, und P„(— 1) = (— 1)"; folglich wird der Ausdruck 
-3— , jenachdem n gerade oder ungerade ist, den Werth ^m-j oder 
den Werth -^-^ besitzen. Somit ergiebt sich aus (10.): 

r p' (z) dz ( ^« ^'^ + cF« ^1 ' ^^^' ** »''^'' 

_ 1 I Q^ (ff) H — 5 T , falls n ungerade. 

Solches vorangeschickt, wenden wir uns zur Gleichung (A.) des vorher- 
gehenden §. Diese lautet: 

(2> - 1) P^ {?) = m P„ W - n P,_ i («) , 

oder, ein wenig anders geschrieben: 

oder, falls man mit dz multiplicirt, und zwischen — 1 und +1 integrirt, 
und dabei voraussetzt'^), dass w>0 (nicht =0) sei: 

+ 1 

(<;*-l)<t)„- j\o+z)F'^{z)dz^nisQ^{a)^nQ^_^{c), 



-1 



*i Demgemäss sind auch die sich schliesslich ergebenden Formeln (A.^), (B.*), etc. nur gflltiff 
för M > 0, hingegen ungültig für n =« 0. 
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wo 0^ das Integral (11.) repräsentirt. Addirt man zu dieser Gleichung- die 
sich leicht ergebende (übrigens ebenfalls auf der Voraussetzung w > be- 
ruhende) Formel: 



+ 1 



j 

-1 



\a + z)P,{z)dz=^[{c + z)P^iz)J_[, 



SO folgt: 

(0« - 1) O, - [(a + z) P„ {z)J_ [ +n (cQ^(a)^Q^_, (a)) , 

WO das erste Glied rechter Hand, jenachdem w gerade oder ungerade ist, 
den Werth 2 oder 2 a besitzt. Somit folgt, falls man für 0, seine eigent- 
liche Bedeutung (11.) substituirt: 

(A.^) (cF* - 1) ^; (o) - ^' (^ <>„ w - e, _ 1 w) . 

In derselben Weise leitet sich aus der Gleichung (B.) die Gleichung ab: 
Durch Differentiation ergiebt sich hieraus: 

(D.^) {u + 1) Q^ (O^^c Q^ (a) + ^U i W • 

In derselben Weise, wie oben die Gleichungen (I.), (IL), ••• aus (A.), 
(B.), • • • abgeleitet wurden, leiten sich aus den vorstehenden Gleichimgen 
(A.^), (B>), ••• die folgenden recurrenten Relationen der Q^ ab: 

(III.^ (2n + 1) ^ <>', = (ti + 1) ^1- 1 + n ^; ^ 1 , 

{IV.t>) C2ti + l)(a»-l)<>l=w(w + l)(9«+i-(>,-i). 

Diese Relationen gestatten, die Q^ und ihre Differentialquotienten durch 
die (?, niederer Ordnung auszudrücken. So ergiebt sich z. B. aus (I.^), 



faUs n gerade ist: 



(12. 



O «fÜnio n-12n-6 (» - 1) (n- 8) 2n-9 

Vii~ I „ V»-i „ „_g V»-j-t- „(„_2) ^_4 V,_ 



■•■■+("*) n(n-2)..4 iVij+C-l) — ^,(„_2)..2 *?. . 

Ken mann, Kogelftanctlonen. I. 9 
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und aodereneitfl, wenn n ungerade ist: 
(12.; V« — «l ^ V«-i „ „_2 ^«-*'^ n(n — 2) n — 4^«-* 

"T^ ^^ n(n — 2)..ö 3^«}^^ ^ ii(fi-2)..8 V" * 

Dieselbe Gleichung (L^) gestattet auch, Q^ durch eine unbegrenzte Reihe 
auszudrflcken, welche nach steigenden Q^ fortschreitet Diese Reihe lautet: 

/i«x 0--,)?^!±^0 n + 22n+7 (n + 2) (n + 4) 2n+U ' _ 1 

^»^•^ Vn •|w + l^- + » n + 1 n + 3 ^« + »"^(n+l) (n + 3) n + 6 ^« + * |* 

und convergirt immer, wenn das Argument a resp. dessen Modul grösser 
als 1 ist. 

Aus der Gleichung (II>) folgt, 

wenn n gerade ist: 
(14.«) «',-Co-(2»»-l)««-i + (2»»-6)Ö.-, + (2'»-9)^«_5-- -I-3C, , 

nad, falls n nogende: 

Aus (14.*'^) ergiebt sich für ^^ eine unbegrenzte nach steigenden Q^ fort- 
schreitende Reihe: 

(16.) ^;^.-((2n + 8)«,^i + (2n+7)<>,^3 + (2n + ll)(?^^5 + ....), 

welche für er > 1 convergent ist. 

Femer erhalt man aus der Gleichung (IH^), 

(16.») wenn «gerade: g» " (" ^)' (n-i)(n--3) •■ 1 ^o - 

|i«=in' , ?_ÜL=6^' n(»-g) af-g p' ^ .... + (_ d't-* _!L<!^r=_5)iii*_ » o' \ 

\n — 1*"-» n— 1 n— 3 ^"-«^(n— 1)(« — 3) n — 5 ^"-* ^^ ^ (n— l)(n— 8)..8 T *» 1 

(16.^) und, falls n ungerade: C', - (- D"^ (^ " ?)7/1'33' . , «'i = 

|2-^--?0' , !^?iL:Z^0' ._J?(n-2) 22t-:9 . . . ^.^ n(n-2).. 6_ 5 .| 

|n — 1^«-* n — 1 n — 8 ^»-«^(n— l)(n — 8) n — 6 ^»-«^ ^^ ^ (n— l)(n — 8) • .4 J % | 

*) Die in (14L»i ^) entb^Jtenen Functionen Q^, Q^ besitzen folgende Wertbe: 

Vü ~ j2 _ 1 » Vi ~ Vo ^2 __ 1 » 

wie sieb aus (6.), Seite 2, leicbt ergiebt. 
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Aus derselben Gleichung ergiebt sich die nach den Q^ aufsteigende, unbe- 
grenzte Reihe: 

/17^ d ^\^'l±ld ^!L+i2_? + !o (n + l)(n + 3)2n + ll . __ 

^^i') V»^«^ |^,^2 ^" + i n + 2 n-f4 ^'•+3"^(n + 2)(n + 4J n + 6 ^^^^ 

Ferner erhält man aus der Gleichung (IV.^), 

(18.*) wenn n gerade ist: Q^ — Q^n^ 

(18.*») und, falls n ungerade ist: ^^ — ^^ = 

^ ^ \n(n — 1) ^^ -1 ^ (M - 2) (m — 3) ^« -8 ^ (n — 4) (ti - 5) ^«"•'^ ^ 3 • 2 ^2 j * 

Schliesslich ergiebt sich, ebenfalls aus (IV.^), die nach den Q^ aufsteigende 
unbegrenzte Reihe: 

/iftx ri f % t\ { 2n + 3 ^' , 2w + 7 ' , 2n4-ll ^ ] 

(19.) <?.^ — (<^ -i)|(^iy(;r+T)^« + i + (V+3r(^^ 

Bemerkang. — Die für die Q erhaltenen acht Relationen (A.^), (B>), 
(C>), (D>), (I>), (II>), (II1>), (1V>) lassen sich, wie leicht zu constatiren, 
aus den früher für die P gefundenen Relationen (A.), (B.), (C), (D.), (L), 
(IL), (IIL), (IV.) dadurch ableiten, dass man in diesen letztern n mit — w, 
sodann aber P_„ mit Q^_^ vertauscht. Demgemäss sind also jene Relationen 
der P, abgesehen vom Falle n^=0^ gültig für alle Werthe von n von 
— oo bis + oo, falls man nur festsetzt, dass P_i, P_2, P_3, •••• als iden- 
tisch betrachtet werden sollen respective mit Q^y Q^, Qi> " Oder ein 
wonig anders ausgedrückt: Die Relationen der P gelten auch für die Q, und 
u7Pigekehrt die Relationen der Q auch für die F, falls man nur festsetzt y dass 
je zwei Functionen Fp und Q^, deren Imlices p und q die Summe — 1 er- 
geben, als unter einander identisch betrachtet werden sollen. 

Diese Thatsache rührt keineswegs allein davon her, dass die P und Q 
particulare Integrale derselben Differentialgleichung sind, sondern beruht 
ausserdem wesentlich auch darauf, dass die diesen particularen Integralen 
vorgesetzten constanten Factoren demselben Gesetz der Aufeinanderfolge ent- 
sprechen. Bezeichnet man nämlich diese constanten Factoren für die 
Functionen P, mit C^, und andererseits fttr die Functionen P_, oder (?,.i 
mit D_^y so lässt sich leicht zeigen, dass 

9* 
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-^-^— F(n), uDd j. — —=^F(-^n) 

ist, wo in beiden Formeln F eine und dieselbe Function vorstellt*), 



§ 3. 

Beottrrente Belationen für die ü». 

Jeder recurrenten Relation der Q^ entspricht eine recurrente Relation 
der JB,. Man erhält dieselbe dadurch, dass man in der erstem für die 
Q^ und ^^ ihre Werthe substituirt: 

<>n = -R« - ^n log ~J:I ' [v«'gl- (»0, (4.), Seite 1.] 

und dabei Rücksicht nimmt auf die Relationen der P„. So z. B. folgt aus 
(A.^) durch Substitution der Werthe (20.): 

(-' - ^) (^n - ^: log ^--J - P, ^,-^^^ 

oder, weil zufolge (A.) die mit dem log behafteten Glieder sich gegenseitig 
zerstören : 

(A.C) (a«-l)Ä> n(cFÄ,-Ä„.,) + 2P,. 

Ebenso ergiebt die Gleichung (B.^): 

(B.c) (a> - 1) B^ - - (H + 1) {üR^ - i?^^ ^) + 2 P, . 



♦) In der That ist [vergl. Seite 1 nnd 13]: 

i>-,(.)-v,-.(^)- s^;/.:;^:-\^) [x-"+9x---+---]. 

wo g und g' Constante sind. Demgemäss ist: 

1.8..(2n-l) ^2 ^''"^^-^) 

1-2. -n ' '*''** -» ^1.3..(2n-l)" 

Hieraus aber folgt sofort: 

C»_i «. ' '""' D_,_i » 2(-«) ' 

W» Z* Z« ^v« 
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Diflferenzirt man diese Gleichungen, so ergiebt sich mit Rücksicht auf die 
fttr JB, geltende Differentialgleichung*) 

Aus diesen vier Gleichungen (A.^) , (B.^) , • • • leiten sich in derselben Weise, 
wie die Relationen (I.), (11.), ••• aus (A.), (B.), ••• abgeleitet wurden, die 
folgenden recurrenten Relationen der 72^ ab: 

(IV.c) (2n + l)(<F«-l)<-n(n+l)(Ä^ + i--R,_i) + 2(2n + l)P,. 

Hieraus ergeben sich die nachfolgenden Formeln (21.»» ^), (22.»» ^) und 
(23.»» ^), falls man nur beachtet, dass iJo = und JBi= — 2 ist**). Zu- 
nächst findet man aus (I.®), 

(21.») falls n gerade ist: R ^af—~E^ ,- 

n I ,j n-i 

n-12n~S (n-l)(n-3)2n- 9 , . .r«- (n- 1) (n- 8). » 3 3 1 

n n~2 »»-»"T" n(n-2) n — 4 ^^ ^ n(n — 2)..4 2 *}' 

(21.»>) und , falls n ungerade : -»n — ^ | ^^""^ -ß« - 1 — 



•-1 



n-12n~6 ,,— (n - l)(n ^ 3^ « » 4 6 ) 

n »-2 ^«-3"^ -i-C-l) H(n-2;TTT~ 3 ^1 

Sodann folgt aus (11.«) mit Rücksicht auf (4.»» ^), 

falls n gerade ist: 
(22.*) <--;^~+(2n-l)Ä,_i + (2n-6)Ä^^3+(2n-9)Ä,.5.... + 3Ä, , 

und, falls n ungerade: 
(22.»>) ^n" ^ ^^""Zi +(2n^l)ig,,t+(2n-6)J?,_3+(2n-9)ig,_5>>>> + 6^,. 



*) Diese Differentialgleichang lautet: 



^((•>-l)Ä'.w)-n(n + l)Ä,W+4P;(tf); 



wobei zu bemerken, dait die Formel (6.) auf Seite 8 mit einem DraokMiler behaftet ist. Denn an 
Stelle des dort auf der reohten Seite befindlichen Factors 4 ist zu substitniien {— 4). 

**) Data i^^HaO uaA <Ki ■■ — ^ 8^, erkennt man leicht aus dem allgemeinen Werthe von Bn. 
[Vergl. (6.), Seite «.] 



(SS 
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Endlich ergeben sich aus (IV.<5) folgende zwei Formeln, in denen die Inte- 
grationsconstanten noch einer näheren Bestimmung bedürft^ bleiben. 

Vorausgesetzt, dass n gerade ist: 

und andererseits, falls n ungerade ist: 

•^) -R. + 2 f —- = -— ?0 — (<T» — 1) X - - ----12 4-- — _ r7i?._.» h^— TT-R-J. 

■ ,/ ff*— 1 M«(n — 1) »^ (n — 2) (w— 3) ■ ' * 3-2 'J 

Die scheinbar gebrochenen Functionen in (22.»» ^) und (23.** ^) sind in Wirk- 
lichkeit ganze algebraische Functionen. Denn nach (4.*» ^) hat P^ (a) — 1 , 
falls n gerade, den Factor (ö* — 1); und ebenso ist Pn{o) — a mit diesem 
Factor behaftet, falls n ungerade. 

§ 4. 

Besiehnngen Bwischen den P, und Q^. 

Aus der Verbindung der in den vorhergehenden §§ entwickelten Formeln 
ergeben sich merkwürdige Beziehungen zwischen den P, und Q^. Ver- 
bindet man z. B. die Gleichungen (I.) und (I.'*), d. i. 

(2n + l)a:P„-=».J-',_, + (n+l)P,^,, 

SO erhält man: 

(«.) (2«+i)-^(p,e,_,-i',_i9,)-(».+i)(p,+i<?,._,-p,_i«.+i), 

Verbindet man ferner miteinander die Gleichungen (HL), (III.**), d. i. 

(2n + l)a;P;=(«+l)J>;_i+nP;^i, 

SO ergiebt sich: 

Aus iß) folgt, falls man n der Reihe nach gleich 1, 2, 3, ••• (n — 2), 
(« — 1) werden lässt: 

1 (?.«„- P„ «,) = 2 (P, <?,- i». Q.) . 
2(P, Ö. - -P. ft) = 3(P. ^, - p. g,), 

3 (i^. ft - P, ft) -= 4 (P, (?, - p, cj , 
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und hieraus durch Multiplication: 

oder, fe-lls man für P«, Pi, Qo, Qi ihre Werthe*) substituirt: 

Ferner findet man aus (rf.), wenn man wiederum « = 1, 2, 3, ••• (« — 1) 
werden lässt: 

2 (p; «; - p; q\) - 1 (p; cl - p[ ci) , 

3 (p; e; - p; e;) - 2 (p; «; - p; e;) , 

4 (p; ^; - p; «;) - s (p; «; - p; «;> , 



.' _' 



»•(^«-i««-.--p«-.««-i)-(»«-i)(^««»_i--p,-ie,), 

und hieraus durch Multiplication: 

oder, falls man fftr Pj, i^, ^, <?i ihre Werthe**) substituirt: 

Durch Substitution der Werthe (e.), (iy.) in («.), (y.) folgt: 

^""•) "T- n(n + l)~ "^^ V»-i — -^,-1 «» + 1» 

(yy) 2(2n + l)^ ^p^ ^' _ p' n' 

Diese Formeln (f.), (iy.), (««.), (yy.) führen nun in Verbindung mit den 
früheren Formeln (A.), (A.^) und (B.), (B>) zu folgenden Relationen: 



*) Diese sind [vergl. (6.)» Seite 2] folgende : 

-Po — l / €0 — — log ^^ , 

♦*) Vergl. die vorhergehende Note. 
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(d) KQn-i - -P» - 1 C', = j^ , nach (A.), (A.") und («.)■ 



f t 



(g.) i';-i^:H.,-i':^t«:.-.-^^|^^. nach(yy.). 

Aus der Formel (a.) erhält man für Q^ folgende eigenthümliehe Ent- 
wicklung : 

femer ergiebt sich aus (b.), 

(26.») falls « gerade iat: (ö„ — P^ Ö^) *" — ^ a; P, X 

r_ 2^n— 1 2n — 6 2n — 9 3 ) 

^iM^-"iy^:^n-2"^(^2)(n-3rp^ • 

(26.^) und , falU n ungerade : \Q^ p— M = — 2 .r P^ 

I VÜL'Z^ - 2n — 6 I 2n — 9 5 1 

wobei zu bemerken, dass die linken' Seiten dieser Formeln (24.) und 
(25.*» ^) auch so darstellbar sind: 

P, Ci Pn ^l 

(27» Cn 3>-=^n--T-; 

denn es ist ^o = — -Po log |^ , mithin Q^== B„ + P^ Qq , woraus z. B. fdr 

ti=il folgt: ^i = i2i + Pi(?o- [Vergl. Seite 1 und 2.] — Femer erhalt 
man aus Gleichung (f.): 



«X 



(28.) 



( ^' KQ)\ 2P^ t ^n n — 1 , n-2 , 2 ] 



und daneben aus Gleichung (g.), 

falls n gerade ist: 
m*\ /^O' -^'-^*^-^''^"/ 2'*-* -I- 2«-6 I 2t.- 9 



+ ' 



p p 

6 -^n ^% 



-^ 
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und, falls n ungerade: 



wobei zu beachten, dass die linken Seiten dieser Gleichungen (28.) und 
(29.*» ^) auch so darstellbar sind: 



j ^t 



(30.) «« -7- - Ä„ -,- 



-^1 



, ^§2 , 2P„ p ((ar« — l)Ä -2Pg) 
(31.a) § ^ _ iJ ^« _ -^ — ^ ^1 

• Pg * «*-l (a:«-l)Pg 



/ I 



2 



P^a , 2P„ 2P„P. 

" Pl " ^'-1 (X«-1)P^ 

Bemerkung. — Aus der Formel (c.) ergiebt sich, wenn man mit (P^) 
dividirt: 

(PJ« ^ (a:»-i)(P^)«' 

und hieraus folgt durch Integration die bekannte Formel: 

§ 5. 
Beourrente Relationen für die Fnj und Qnj. 

Aus jeder der Gleichungen (A.), (B.), •-. (L), (IL), ... (Seite 60, 61) 
lässt sich eine recurrente Relation für die P^j ableiten. Diflferenzirt man 

nämlich jene Gleichungen ^mal, und multiplicirt mit (1 — rr*)*, so er- 
hält man auf Grund der Definition von P^j (Seite 3) folgende Relationen: 

(B-') y^»,y+i-(2i+« + l)^^»y-iO-+n)yP,,^_i + (n+l)P, + ,,^-0, 

(C.d) (n-J+i)yP^^^_^_xP,^+P«.,,,.-0, 

WO zur Abkürzung y für Vi — oc^ gesetzt ist Und femer erhält man 
durch das angegebene Verfahren noch folgende Relationen: 

Neumanii) KngelftuiotioneiL L 10 
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(I.*) (2n+l)xP,^+i(2« + l)yJ^n,y-i--»*^»-i,i-(^»+l)^« + i.y-Oi 

(III.*) (2n+l)a;P„^ + 0'-l)(2n+l)yP^,y_i-(M + l)i',_i,,.-nP,^i^^ — O, 

aV.<») (2n+l)(yP,,^ + i-2ixP,^-jXi-l)yP„,^_t) +«('» + !) (^« + i,y-Pn-^ 

Die Elimination von Pn,y-i aus (A.) und (C.) giebt*) eine Gleichung, 
die mit («.) bezeichnet werden soll, und die identisch ist mit derjenigen, 
welche durch Elimination von Pn + i,j aus (B.) und (D.), oder durch Elimi- 
nation von (Pn + i,y — ^n-i,j) aus (11.) und (IV.) entsteht. Andererseits 
liefert die Elimination von P„,y_i aus (C.) und (D.) eine Gleichung, welche 
mit (fi.) bezeichnet werden mag. Demgemftss können die vorstehenden acJit 
Gleichungen (A.), (B.), (C), (D.), (I.), (IL), (ni.), (IV.) ersetzt werden 
durch die sechs Gleichungen («.), (ß.), (C), (I.), (IL), (III.). Was aber diese 
sechs Gleichungen betrifft, so ist (HL) die Differenz von (I.) und (II.); auch 
lassen sich (L) und (C.) durch einfache Combinationen aus (ß.) und (II.) 
ableiten. Somit kann das System der eben genannten secJis Gleichungen 
durch folgende drei Gleichungen ersetzt werden: 



WO y nach wie vor zur Abkürzimg steht für Vi — x^. In all' diesen 
Relationen für die Pn+ß,j+q darf kein Glied vorkommen, welches der Be- 
dingung j + q<n+p widerspräche. 

Da Q^j [vergl. (8.), Seite 2] durch Q^ gerade ebenso definirt ist, wie 

P„j durch P^, so werden aus den Gleichungen (A.^), (B.^), • • • (I.^), (H.^), 

(Seite 65) Relationen für die Q^j entstehen, welche mit den soeben für die 
P^j entwickelten Relationen (A.^) , (B.^) , • • • (Iß) , (ilA) , • • • vollkommen 
übereinstimmen, und welche daher, ebenso wie diese, reducirbar sind auf 
die drei Relationen (a.)> {&')? (IL)- Es ergiebt sich also: 

(«.), !/en,M«~2ü+l)^C.,y+i+.(n-j)(n+i+l)ye«^-0, 



*) Der Kürze wegen ßchreibe ich (A.), (B.), • • • für (A.*), (B.*J, 
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Diese Gleichungen unterscheiden sich von den entsprechenden der P^j nur 
dadurch, dass hier in Bezug auf die Werthe der beiderlei Indices {n+p 
und j + q) keine Beschränkung stattfindet. 

§6. 

Beottrrente Belationeif für die Snj und Tnj. 

' Man erhalt noch zwei weitere Systeme recurrenter Relationen, eines 
für die S^jy das andere für die T,^; und zwar ist jedes dieser Systeme 
seiner Form nach mit dem System («.), (/j.), (II.) congruent, aber in Be- 
ziehung auf die Indices gewissen Beschrankungen unterworfen. 

Die recurrenten Relationen der S^^ ergeben sich aus den Gleichungen 
(A.), (B.), (Seite 60) dadurch, dass man diese Gleichungen, nachdem 

in ihnen z statt x gesetzt ist, mit -j^^ multiplicirt, und sodann zwi- 
schen oo und 1 integrirt. Denn die in solcher Weise entstehenden Inte- 
grale sind durch die S^j ausdrückbar, auf Grund der für diese Functionen 
gegebenen Definition: 

(38.) S^^ - Ä^ (1 - a;«) » 1 , (vergl. Seite 27), 

t / (^ ^y 

CO 

wo h^ den Werth hat: 

(34.) Ä^— (-1)^.1.23...^, 

mithin den Gleichungen entspricht: 

(86.) Ä/+i=--(i+l)^ und hj^j^^^4. 

Ich werde diese Transformation bei der Gleichung (A.) durchführen, 
d. i. bei der Gleichung: 

(36.) (^«-l)P;(^)-nirP,(^)-nP._i(5). 

Werden in dieser Gleichung für z und s^ — 1 die Substitutionen gemacht: 

gmmx — {x — z)^ 5* — 1 — («' — 1) — 2« (a; — ir) + (x — ir)« , 

so erhalt man durch Multiplication mit j^ und Integration: 

{x z) 
{x — zy*'^ J {x — ty J (x—xy 



r p,(ß)dz rp^{z)dz /•i',_,W8^ 



10* 
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Werden die drei ersten Glieder dieser Gleichung partiell in Bezug auf 
l^^(z) integrirt, so heben sich die Theile, die ausserhalb des Integralzeichens 
zu stehen kommen, zwischen den Grenzen oc und 1 auf; so dass man erhält: 

r p(z)cz r P(z)cz 

OD OC 

1 1 






OC 



Substituirt man endlich hier für sämmtliche Integrale die aus (33.) sich 
ergebenden Werthe, so folgt: 

Dies aber ist dieselbe Gleichung, welche aus (A.*^) durch Vertauschung von 
P,y mit S^j sich ergeben würde. 

Ebenso können nun, wie auf demselben Wege sich nachweisen lässig 
in sämmtlkhen Gleichungen (A.^), (B.d), (C.d), (DA), (I.d), (n.d), (LllA), (lYß) 
und folglich auch in den Gleichungen («.), (/J.), (IL) (Seite 74) die P^j mit 
den S^j vertauscht werden; so dass man also erhält: 

(«0, y'^«,M2-2 0-+l)a;,Sf^^^^i +{n^j){H+j+l)yS^j^O, 

WO wiederum y zur Abkürzung steht für Vi — x"^ . 



§ 7. 

Tafeln für besondere Werthe der Kugelfonctionen und ihrer Abgeleiteten. 

I. Tafel. Die Werthe der Functionen P,, P„j etc. für das Argument 0. 

... ,Pn(0) ^(-l)T ^'3..(n~l) ^ falls n gerade; 

P„(0) =0, falls n UDgerade ist, 

f P^^J (0 - r- 1)~«~ A+(-l )""A 1 -3.6.. .(n+ i -:;_1) 
(B.) " ' ' ' \ 2 7 2.4...(n-j-) ' 

^2^i'*)(0^— 1.3.5. ..(2n—l). 
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(«•) 






P'*> (0) 



-n(n + l)P,(0). 

+ (n-2)n(«+l)(n + 3)Pro), 



Bei dieser Formelgruppe (o.) 
wird TOraosgesetzt, dass die 
Zahlen n, j beide gerade sind. 



■P-> «►) - -Py (0) = (- 1) *" [(»» -i + 2) (»• - J + *) • • n] [(n + 1) (w + 3) . . (n +i - 1)] P, (0) 



iß) { 






Pf > (0) 
p(5) (0) 



o-l 



n 



2 • 4 • 6 • • (« — 1) ' 
_(n-l)(« + 2)P,,{0), 

+ (n_8)(n-l)(n+2){n+4)P,,(0) , 



Bei dieser Formelgruppe {ß.) 
wird TOraosgesetzt, dass die 
Zahlen n,j beide nngerade sind. 



y-i 



(-/•) 



Kj (0)- -Py (0)-(- 1) «"[(»--J+2)(n-j+4)..(n-l)][(n+2)(n+4).-(n+i-l)]P,i(0). 
Hingegen wird: P^, (0) — P^-" (0) =- , falls (n +i) nngerade itt. 

II. Tafel. Die Werthe der Functionen P„ Py für das Argument + 1. 

i», (± 1) - (± 1)" , 

-1 «(»•+!) 



■P, (± 1) - (± 1) 
P" (± ») - (± 1) 



8 



,_s(n-l)n(n + l)(n + 2) 



2-4 



»• ^-^ ' ^-^ ' 2 • 4 • • • 2 J 

IIL Tafel, Die Werthe der Functionen P^, P^^ für das Argument c» 



-1) 



P„^ (OO) =- CX) , 



/^ (f)\ _ , A 186. ■(2n- 1) 

\ x* Jx^ao^^ ^ 1.2.3--(n— j) 



IV. Tafel. Die Werthe der Functionen iS^^ für die Argumente 0, + 1 und oo. 

(i+i)ü + 8)...C; + n-i) 



(Toransgeaetzt: 
i>w. 



5., (0) - (1 . 2 . . . i) (^)if+il^^' +^ 
"J^' ' ^ ''' — 1)0— 3)...(j-n) 



falls n gerade, 
falls n ungerade. 



S^j (— 1) =- , hingegen wird : S^j (+ 1) — cx) 
((l-a;)T5„^(a:))^^^^-2T.i.2.8...0-l), 






XaQC 



(_ !)"+>(_ 1)«" [l-8-8--(j-w-l)][( n + l)(n + 2) --2>t] 
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V. Tafel. Die Werthe der Functionen T^j für die Argumente 0, + 1 

und oo. 

T.S^'^^^i^■^^^■■i)'^^'^^^^~i^^-^^ falls n gerade. 
T.S^-i-^''i^■^■^■■S)'^^^'^^^1^;^J^. fallB n ungerade. 

^'» > (+ 1) = . hingegen wird : T,^. (- 1 ) = 30 , 

/ L \ L 

{{l + x)i 2r,^ W), ^ _ , - (- 1)"*-'2S . 1 . 2 . 3 • -ü - 1) , 



vorausgesetzt: 

j>M. 



\ X** / X = 00 



(- !)'•+> (-- i)i f^- 2 . 3_. . f.; - w^J^l [(»» + 1) (« + 2) 

2" 



2w] 



VI. Tafel. Die Werthe der Functionen Q^j für das Argument 0. 



n + 2 



eo(0)--log(-l), 



Cl W = -2, 



<?« (0) = [loff (- 1)] (- 1) ^ ^-. ^- -^"- i-^ , falls ti gerade. 



w+l 



O (0) = 2(-l) ^ 



2-4- .(w —1) 

'l-3-M ~ 



falls 91 ungerade. 



f ür y -< n . - 



Qnj W ■-= - [log (- 1)] (-1) 2 ^ ^*^ 



n, j beide gerade 



e„> (0) 



2(__,;--*^i-2.4..(,i+i-i) 



2-4..(M-j} » 

n gerade, j ungerade. 



l-3..(n-i) ' 

--•'— 2-4.-(n+i - 
2(-l) - - ^ — 7-— .T—» w ungerade , i gerade. 



2.4..(i<— j) * 



12, j beide ungerade. 



' Q^^ (0) =. , falls n + j gerade. 



für j^n. i 









n gerade, j ungerade. 



n ungerade, j gerade. 



VIL Tafel. Die Werthe der Functionen (?,, Q^j, (^^ für das 
ment +1. 



Argu- 



einerlei, ob j<n oder j>n ist. 



l Öny (± 1) = e^^ (± 1) = 00. 



— 79 



(< 

(< 

(< 

(< 



-a:»)C',w),^, =2, 
- ^VC;.' («)).„! -1-2', 
-xTC (*)),= !- 1-2 -2». 



((i-«')e,w),^_, =0. 

((l-^')e;(*)),^_, =2P,(-1), 
((l-xVe.'C*)),^.! =-l-2'i',{-l). 
((1 -xVC (*)), = _! = 1-2 -2» P„(-l), 



-xVe^'(a;))^^j=l-2..(i-l)2>, ((1 - xV ei"" (*)),„_, = (-l/"*l-2"(y-l)S'P,(- 1), 

wo J kleiner, gleich oder grosser als n sein kann. 

VIIL TafeL Die Werthe der Functionen Q^, Q^j für das Argument oo. 

C»(oo)-o, 



1 -2 -8 ••n 



'XsQO 



1 . 3 • 6 . . (2 n + 1) ' 



einerlei, ob i<n oder, ob j>n ist. 



(«•*'e,^(a;)) 



«»00 



(-1)».2 



1 '2-8"(n+j) 
1.8-6...(2n + l)* 



Bemerkungen über diese Tafeln. — Die Formeln (A.) und (B.) der 7. Tafel 
ergeben sich aus der Gleichung (2.), Seite L Sodann aber ergeben sich 
aus (B.) alle übrigen Formeln dieser Tafel. 

Die Formeln der IL Tafel ergeben sich leicht aus der Gleichung: 



n- 00 



^ y^ r^PnW 

]/l-2rfi + r« J^ 

und aus denjenigen Gleichungen, die aus dieser durch wiederholte Diffe- 
rentiation nach (i entstehen. Entwickelt man nämlich in jeder solchen 
Gleichung, nachdem fi = + 1 gesetzt worden ist, die linke Seite nach 
Potenzen von r, so müssen die Coefficienten dieser Potenzen auf beiden 
Seiten einander gleich sein. Und hieraus ergeben sich die in der Tafel 
aufgeführten Formeln. 

Die Formeln der ///. Tafel, zu denen man etwa noch folgende hinzu- 
fügen könnte: 



/P^Hx) 



m. 



1 . 3 . 6 ... (2 n — 1) 



D 1 . 2 . 3-. . . (n — j) ' 

ergeben sich leicht aus der Gleichimg (2.), Seite 1. 

In der IV. Tafel repräsentiren die 3** imd 5** Zeile eine unmittelbare 
Folge der für S^j gegebenen Definition, (vergl. Seite 2, 3 und 22.) Femer 
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ergeben sich die 1'% 2^ und 4*® Zeile respective aus der Gleichung (21.) 
Seite 44, aus (26.) Seite 45 und aus (21.) Seite 30. — Um endlich die 6** Zeile 
zu erhalten, hat man zu beachten, dass nach Seite 22 

ist, wo Fl die Reihe Seite 18 vorstellt, und ferner zu beachten, dass die 
in dieser Reihe enthaltene Constante Äi den in (7.), Seite 27, angegebenen 
Werth hat. 

Die Formeln der V. Tafel ergeben sich aus denen der IV. Tafel durch 
Anwendung des in (9.), Seite 27, angegebenen Satzes. 

In der VI. Tafel ergiebt sich die 1'^ Zeile aus (28.), (29.), Seite 55, 
und die 2*" Zeile aus (32.), (33.), Seite 56. Ferner ergeben sich die 3**, 4*% 
5**, 6'^ Zeile aus den Formeln (30.), (31.), (34.), (35.), Seite 55, 56. — Ferner 
erhält man die drittletzte Zeile aus (14), Seite 14. Und endlich erhält man 
die vorletzte und letzte Zeile, welche in die eine Formel 

§^^ (0) = 2 [2 . 4 • 6 . . . 0* + w — 1)] [1 • 3 . 6 . . . C; — w — 2)] 

zusammengefasst werden können, aus (15.), Seite 14. 

Die Formeln der VTI. Tafel beziehen sich theils auf Q^j^ theils auf Q^J\ 
Die erstem ergeben sich aus (17.), (18.), Seite 17; die letztern direct aus 
der allgemeinen Formel: 

Schliesslich ergiebt sich die VIIL Tafel aus den Formeln auf Seite 13. 
Vergl. auch (17.), (18.), Seite 17. 



-••"-•- 



Zweite Abtheil uiig. 

Entwieklnng des Prodnctes zweier Kagelftanctionen in eine nach Kngelftanetionen 

fortschreitende Reihe. 

In dieser zweiten Abtheilung soll das Producf zweier Kugelfuncfioven, 
mögen nun dieselben gleicher oder verschiedener Art, mit gleichen oder 
verschiedenen Indices behaftet sein, in eine nach Kugelfunctionen fort- 
schreitende Reihe entwickelt werden. — Zu diesem Zweck werde ich 
zunächst in 

§ 1 zeigen, dass das Product Y zweier Kugelfunctionen einer gewissen 

(1 ) linearen Differentialgleichung vierter Ordnung 

Genüge leistet, deren constante Coefficienten abhängig sind von den Indices 
p und q der beiden betrachteten ' Kugelfunctionen. Dabei wird sich eine 
einfache Beziehung zwischen dem Product der beiden Kugelfunctionen und 
dem Product der entsprechenden abgeleiteten Kugelfunctionen ersten Grades 
ergeben. Bezeichnet man nämlich die beiden gegebenen Kugelfunctionen 
(um die Frage nach ihrer Art ganz in suspenso zu lassen) mit U und F, 
oder genauer mit TJ^ und F^, ferner die entsprechenden abgeleiteten Kugel- 
functionen ersten Grades mit TJp^ i und V^^ ^ , endlich das gemeinschaftliche 
Argument all' dieser Functionen mit er, so wird sich ergeben, dass zwi- 
schen den Producten 

(2.) ^^-^p'^^ ^d ^=-^^p,i^;,i 

folgende Beziehung stattfindet: 

(3.) /r=» 2 1 + - ^^ ^(1 _ c; )-^j . 

Ferner wird sich herausstellen, dass die in (1.) erwalmto Differentialgleichung 
vierter Ordnung für den Specialfall i> = ff sich reducirt auf eine Differential- 
gleichung dritter Ordnung. Dieser letzteren wird also z. B. genügt werden 
durch üp F^, ebenso durch \Uj\\ d. i. durch das Quadrat einer Kugel- 
function p^^^ Ordnung. — Beiläufig werde ich sodann in 

Ke um ann, Kugelfunctionen. I. 11 
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§ !•* diejenigen linearen Diflferentialgleichungen vierter, fünfter, u. s. w. 
Ordnung aufstellen, denen resp. durch die dritte, vierte, u. s. w. Potenz 
einer Kugelfunction p^^^ Ordnung Genüge geschieht. 

§ 2. Die nähere Untersuchung der Gleichung (1.) zeigt, dass der- 
selben genügt wird durch folgenden Ausdruck: 

(4.) r-crp, + ^p,. , + ^^P, 4 + ^!^^*-P, e + --l. 

WO C eine willkürliche Constante bezeichnet, ferner a^, a^, a^, • • • und 
hy *2? Ky " ' bestimmte von v abhängende Zahlen sind, und wo endlich 
V selber nach Belieben 

entweder =p -\-q »=« « , 

oder =_(p + gr + 2)=.-(S + 2), 

oder = q — p — 1 — — (d + l) , 

oder s=.p — 5— 1 B.c2 — 1 

genommen werden kann. Hier ist zur Abkürzung p + q = s und p — q = d 
gesetzt. — In solcher Weise ergeben sich also die vier partictdaren Integrale 
der Gleichung (1.). Diese particularen Integrale, welche den Werthen (5.) 
der Zahl v entsprechend mit J"„ «/-(,+2), «^-(d+i)> Jd-i bezeichne! sein mögen, 
sind, wie die Formel (4.) zeigt, auf lineare Weise zusammengesetzt aus 
einer begrenzten respective unbegrenzten Anzahl von Kugelfunctionen, und 
zwar nicht nur aus den P, sondern unter Umständen auch aus den Q. 
Denn in jener Formel (4.) repräsentirt Pi eine Kugelfunction erster oder 
zweiter Art, jenachdem der Index X positiv oder negativ ist; in der That 
sind daselbst P_ i , P_ g , P_ 3 , • • • als identisch anzusehen respective mit 
Qoy Qiy Q^y "^ (Vorgl. Seite 67.) 

§ 3. Die genauere Untersuchung der vier particularen Integrale J 
zeigt, dass dieselben folgende Werthe haben: 

WO der Index 6 des letzten Gliedes der letzten Zeile oder 1 ist, jenach- 
dem die Zahl d ungerade oder gerade, und wo selbstverständlich die Ä^ 
B, Cy ' " K constante Coefficienten vorstellen. — Von den beiden folgen- 
den Paragraphen 
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§ 3* und 3^ enthält der erstere die Ableitung eines in § 3 benützten 
Satzes, während der andere nur beiläufige Betrachtungen darbietet. 

§ 4. Die Differentialgleichung (1.) besitzt die vier particularen Inte- 
grale J; andererseits aber besitzt sie, wie aus ihrer Entstehungs weise hervor- 
geht, auch das particulare Integral ÜJ, F^, d. i. die vier particularen 
Integrale PpPqy QpQqy QpPqy PpQr Folglich muss jedes dieser vier letzten 
in linearer Weise durch die J ausdrackbar sein, mithin die Form haben: 

Die Constanten Ä, B^ C^ D werden nun für jedes jener vier Producte 
bestimmt; wobei auch für die beiden letzten (scheinbar gleichartigen) Pro- 
ducte QpPq und PpQq sich wesentlich verschiedene Resultate ergeben, falls 
man jedesmal p als den grösseren der beiden Indices p, q ansieht. In der 
That wird ja auch durch die Festsetzung p>q zwischen diesen beiden Pro- 
ducten ein Unterschied hervorgerufen, indem alsdann das eine ein Product 
PQ repräsentirt, in welchem Qy das andere hingegen ein Product PQy in 
welchem P den grösseren Index hat. 

§ 5. Wir haben jetzt*) also far jedes der Producte PpPq, QpQq, QpPq, 
PpQq einen Ausdruck von der Form (7.), und für die hier auftretenden J 
die in (6.) genannten Reihen. Damit ist die Entwicklung jener vier Pro- 
ducte nach Kugelfunctionen im Wesentlichen vollendet. Was die resul- 
tirenden Formeln betrifft, so ergeben sich für P^P^ und Q^P^ Entwick- 
lungen von der Form: 

(9.) QpPq-^Qs+^Q.-2 + ^Qs-A"" + ^Qa^ 

d. i. Entwicklungen, in denen die constanten Coefficienten 2(, S3, ®> • • Ä 

ein und dieselben sind. Ferner ergiebt sich für QpQq die unendliche Reihe: 

(10.) QpQq='^Qs^i + ^Q.^z + ^Qs^5 + '- i°i°f» 

wo A , B , r , constante Coefficienten sind. Endlich erhält man für die 

Differenz des letzten Productes PpQq gegenüber dem in (9.) genannten 
folgende Formeln: 

(lt.) PpQq'-QpPq-^Pä-i+^Pä-Z--"+^P2 + ^P0^ 

(12.) PpQq-QpPq='^Pä^i + ^^Pä-3""+^Ps + ^Pl^ 

nämlich die erste oder ztveite, jenachdem die Zahl d=^p — q ungerade 
oder gerade ist. Dabei bezeichnen iß, 3R, •• • @, 2^ und ß, 9)Z, ••• SS, SB 

*) Falls wir nämlich die Operationen des § 4. uns bereits ausgeftihH vorstellen. 

11* 
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zwei Constanien- Beihen y die in ihren letzten Gliedern von einander ab- 
weichen. Um die Entwicklung dieses letzten Productes P^ Q^ in vollständig 
fertiger Gestalt zu haben, braucht man schliesslich nur die Gleichung (11.), 
resp. (12.) mit der Gleichung (9.) durch Addition zu verbinden; woraus er- 
sichtlich, dass die Entwicklung dieses Productes sowohl die P als auch 
die Q, enthält. 

§ 5.* Dieser Paragraph enthält einige beiläufige Betrachtungen, und 
zeigt z. B., dass unter den gefundenen Entwicklungen als ganz specieller 
Fall auch folgende enthalten ist: 

§ e. Aus den Entwicklungen für die Producte Y=UpV^ werden, 
mittelst der Formel (3.), analoge Entwicklungen abgeleitet für die Producte 
Z=C^^iFj, 1, nämlich Entwicklungen, die ebenfalls nach den Kugelfunc- 
tionen fortschreiten. So ergiebt sich z. B., parallel zur Formel (8.): 

(14.) P^P^=.SIP, + 93P,_2 + (5P,., + ^P^, 

folgende Formel: 

(15.) ^p,!^,,!»^', 9),«^,+ (P, 9),-2»^,-2---- + (P. 3)e/^^,M 

WO die neu hinzutretenden Coefficienten definirt sind durch: 

(16.) (^, .), = f(>^ + i) + !'.(!L+i)_-MX + i) . 

§ 7, Die für die Kugelfunctionen U^ und V^ geltenden Differential- 
gleichungen führen zu der Formel: 

(17.) V^^^*^;^,i=/Ki ^,,1-20 + 1)^^ ^,)a(T; 

und diese Formel ihrerseits führt zu einer gewissen Entwicklung des Pro- 
ductes C^ Fj,i , jedoch zu einer Entwicklung, welche nicht mehr nach Kugel- 
fimctionen, sondern nach den abgeleiteten Kugelfunctionen ersten Grades 
fortschreitet. So z. B. erhält man, parallel mit (14.), (15.), die Formel: 

(^^•) ^i>^^.i=^+i)^^''^+(«~2)(8-i)®^'-2,i •••+d(d + i)^^rf,i' 

WO die Coefficienten (fi, v)i wiederum durch (16.) definurt sind. 

§ 8, Die Uebereinstimmung der Coefficienten 9(, S3, ®, • • • Ä in den 
beiden Entwicklungen (8.), (9.) führt zu der Formel: 

rV(z)p {z)dz 



— So- 
und in analoger Weise ergeben sich noch andere, ahnliche Formeln, die 
ebenfiiUs zwischen den Kugelfunctionen resp. den abgeleiteten Kugelfiinctionen 
Beziehungen darbieten, die sich mittelst bestimmter Integrale ausdrücken. 

Tabellarische Uebersicht. — Die zunächst folgenden acht Tabellen A, B, 
A', B', C, D, D', D" sollen nicht nur einen Ueber blick gewahren über die 
Formeln, zu denen die vorliegenden Untersuchungen schliesslich hinleiten, 
sondern auci dazu dienen, um bei meinen Expositionen mich hin und wieder 
kürzer fassen, und lastige Wiederholungen vermeiden zu können. — 
In den Tabellen A, B findet man dieselben Formehi wie in A', B', aber 
jede Formel in umgekehrter Anordnung. Demgemass sind die constanten 
CoeflScienten in A, B mit 

(A, B.) ?(,©,(£,.•. ip, 3, Ä. resp. a, b, c, • • • 1^, i, f, 

hingegen in A', B' mit 

(A', B'.) i^, 3. «). • • • e» «, 9^ r^^^P. f, i, ^1, • • • c, 6, a 

bezeichnet. — Aehnlich ist die Beziehung der Tabelle D zu den Tabellen 
D' und D". So z. B. findet man in D die schon in (11.), (12.) erwähnten 
Formeln mit den Coefficienten 

(D.) 2, aR, $«, . . . SR, S, X iiud S, 5W, 91, . . . U, », SB, 

von denen die eine oder die andere anzuwenden ist, jenachdem d ungerade, 
oder gerade. Die Tabelle D' giebt die erste dieser beiden Formeln in um- 
gekehrter Anordnung, also versehen mit den Coefficienten: 

(D'O %, S, dl, '" Sil, gji, 2; 

und ebenso giebt die Tabelle D" die zweite der beiden Formeln in um- 
gekehrter Ordnung, also versehen mit den Coefficienten: 

(D".) 2B, SS, U. . • . 9i, 9R, i3. 

Noch sei bemerkt, dass in den Tabellen Gebrauch gemacht ist von 
den schon erwähnten, durch (16.) definirten Zahlen (ji, v)^. Auch sei 
bemerkt, dass unter f(n) die durch die Formeln: 

/•(O) = /•(!) = 1 , 

(19.) ., , 1.3.5.-.(2m — 1^ 

^('*^= — 1.2.3...« 

definirte Function zu verstehen ist. Endlich sei bemerkt, dass das Argu- 
ment der Functionen P„, Q^, J*n,i> Qn,i ^^ unsern Tabelh?n .stels ein und 
d<tösdbe, und mit a bezeichnet ist. 
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Tabelle A. — Entwicklung der Producte PP. 

Die Formeln (1.), (2.)i (3.)> (4.) sind gflltig fflr p>2, und umfassen demgendsa die Formeln 

(6.), (6.), (7.) als specielle Fälle. 



(10 
(2.) 

(3.) 

(4) 

(6.) 
(6.) 
(7.) 



P J 



3tP, + ©P,_2+e^,-4 + ^^s-6 



+ ÄP^, 



^l».l^g.l = (^' 3),«P, + (P, 2),-2»^,-2 + (P. 3),-4®^,-4 



+ (P, 3)^ftPd, 






P P =B '^ 91 /> J -—2— S P 

^pA^q s(«+l) ^'1 ^(s-2)(fi — 1) «-2.1 



K^n 1 



s(« + l) *'i ^(s — 2)(s — 1) *-2»i 



S8P. 



W = «^V + ^^2p-2 + CP2p-4 + i>^2,- 
[Pp,l]* = (P, P)2pöP2^ + (p, P)2p_2&-P2p-«- 



6 






+ lPo, 



+ (P,P)ol^O' 



^p,l^p = i[aP2p,l +t'^2p-2.1 +CP2P-4.1 +l^O,l]- 



Die Coefficientcn vorstehender sieben Formeln sind angegeben in (a.)i (ßO* (V-)« (^Ov (^O ^<^^ (^)* 

^p + i)(p + «)---« f(p)f(q) 



(«.) 



«=/(?) 



(2p4-l) (ap + 3)...(2* — 1) 



/(O 



fVergl. (19), Seite 85.] 



® = " (t) (27=1) (27^1) (^^^) (Btt } » 

g ^ gj /L: 3\ / 2p (2p -2) \ / 2q(2q-2) ^\ / (a < + 1) (2 f - 1) \ / 2<-7 | 

\2. V Vip — 1) («/> — »J/ \(:i'i— l)(5f9 — 3)/ \ 2 »(2 « — 2) / l2«+ll ' 

A. 3^5\ / 2p (2p -2) (2p — 4) \ / 2 g (2 g — 2) (2 9 — 4) \ /( 2 * + 1) (2^ — 1) (2 j - 3) \ | 2*— 11 \ 
\2.4. 6/V(2p— l)(2p — 8){2p — 6)/V(2 7 — 1)(2 9 — 8) (2 9 — 6)/ V 2 * (2 « — 2) (2 * — 4) / l 2 * + 1 /' 

ft=r« / 2p(2p-2)- -(Zd+g) \ / (2j + l) (2*—!). .(2p + 8) \ f 2d-f l l 
\(2p— l)(3ip — 3)- .(2d+lj/ V 2»(2» — 2)- .•(2p-l-2) /l2*+l/ 

NB. Die Coefficientcn (y.), (^.), («Oi (f.) sind berechnet auf Grund der in (16.), Seite 84, 
für (ft, v)^ gegebenen Definition. 



Gehörig zu (Tab. A. 2) und (Tab. B. 2). 

' (P, 9), = -P3, 

(P , 2), _ 2 = - (P - *'^) (2 - 2) + 1 . 3 , 

(y-) ^(P, 3),-4 = -(p-4)(<?-4)+2.5, 



) { 



Zu (Tab. A. 3) und (Tab. B. 3). 

(«- 2, i?)^=(l) -2) (5+1) +1.8, 
(«-4,P)a-(P-4)(s + l) + 2.6, 



>-^. P),=tp-^)(« + l) + i^(l + l). 
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Tabelle B, — Entwicklung solcher Producte QPy in denen der Index von 
Q der grössere ist, resp. beide Indices einander gleich sind. 

Die Formeln (l.)y (2.) gelten für |>]>2, und umfassen daher die Formeln (5.), (6.) als specielle Fälle. 
Hingegen sind die Formeln (3.), (4.) nur gültig für |7>9, und bedüi-fen für p^sg, wie aus (7.), (8.) 

ersichtlich, einer gewissen Abänderung. 



(1) 

(2.) 
(8.) 

(4.) 



«,^,=«ö.+»e,-, + cc.-i + 5>e._« 



+ 



d' 



(». P\ ._ „ . (« - 2, P) 



+ (P,9)d «<><,, 



«P.1 



J g(8+l)*^«,» +(g_2)(8— 1)®^»-2,1 









(6.) 


9,i>p 


(«.) 


«,>.i^P.. 


(7.) 


«P.i^i. 



(8.) 



«P^P.i 






Die Coefficienten vorstehender acht Formeln sind angegeben in («.)> {ß')> (y)i (^Oi (<•) ^^^ ({.). 



tf.) 



o«/(p) 



(j>4-i)(/»4-2)---2i» 



/ip)/(p) 



[Vergl. (19.), Seite 85.] 



(«p4-l)(2/»4.9)..(4p— 1) /(2p) ' 

.(i)(^,r(Hf')iJsi. 

/lj_8\ / 2i;(2f-2) y ( {ip + iy (4 p -J)\ ( 4p- .7 i 
V2.4/ V(2p-l)(2p-8)/ V 4p(4p-2) /Up + ll' 

/i_L?J_?\ / 2p(2p-2)(2p-4 ) y / (4p+l)(4p-l)(4p-3) \ ( 4p- 11 l 
U-4-6/\(2p-l)(2p-S)(2p-5)/ \ 4p(4p-2)(4p-4) /Up+lJ' 

f „ fl / 2 p(2p-2 ).. . 2 \ /(♦M- 1)( 4p— l)...(2p + 3)\ f 1 1 

, *" V(2p"— 1) (2 p — »;.'.. iM 4p(4p— 2). ..(2p4-2) jUp+ll * 

* • • nichts Anderes sind als die speciellen Werthe von 



NB. Man beachte, dass a, b, c, • 
«, », e, ... {ür p^q. 

Zu (Tab. A. 4) und (Tab. B. 4). 

(«, 3)p«=2(«+l), 
(«-2, 3)^ =» (g- 2) (« + 1) + 1 . 3 , 

(O {(,_4, 3)^-(3-4)(s + l) + 2.ö, 



(tO 



S8-'l,q)„^(q-l){8+l) + ^X{X+l) 



Zu (Tab. A. 6) und (Tab. B. 6). 

(P»i')2p-2='-0^-2)* + l-3, 
(Py l>)2p-4'=- -(!'-•*)' + 2 -6, 
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(1) 
(2.) 

(«•) 

(4) 

(6.) 
(6.) 
(7.) 



Tabelle A'. — Entwicklung der Producte PP. 

Die Formeln (1.), (2.), (3.), (4.) sind gfiltig für p]>9, und umfassen demgenUlss die Formeln 

(6.)) (6.). (7.) als specielle Fälle. 

P P - Ji'A_wp + Jl+A^'V ^7> + Jf:Z^2(P 

W= '^o + i^. + ^^i +0i'2p, 

[■^p, i]' = (1>, i>)o t -^0 + (P' f')« » ^'a ; + (l*- P)*p " -Psp > 



Die Coefficienten vorstehender sieben Formeln sind angegeben in (a.), (p.)» (vOi (^Oi (*•) ^"^^ (?•)• 



(«.) 



ft=/(7) 



[Vergl. (19.), Seite 85.] 



(2rf+3) (2f/ + 5)..(2p4-l) (^4.i)/(;,4-i) ' 

ß ^ ft /i . J\ /{2 7> -M) (2_;M:i)\ / _^_liÜJLr 2) \ /iL£±iliildL?l\ / ^^^+'^ \ 

** \2.4; \(2/; + 3) (2i;4-5j/ V(2 9 - 1) (2 9 - 3)^ \(2 </ + 2) (2 d-f" 4)j Urf+li ' 

(M = ft / ' • 3 . 5 \ /f2 p + 2H2 i) -M) ( 2j> + 6 )\ / 2 7^2 7 -^ (2 7 - 4) ^\ / (2 d + 1) (2 rf+ 3) (2 rf -f r>)\ j 2 d + 13 \ 

^2 • 4 . O/ V(2 ;■' + 3) {ip + 5) (2/. + 7)7 1(2 7 — l") (2 7 -3) (2 7 - b)J \(2 d + 2) (2 d -f 4) (2 d + f.)/ l Yd + 1 T 

a =r ft / (^/^ + 2) (5^+ 4)..-2< \ /(2d4il) (ijf +3) • • •J«/' -J)\ r g* + l 1 
\(ifl> + 3) (2"j.4-ft)- -(aÄ+l)/ \ (2d+'2)(2d+4").. .'. 2/; /Ud-fll' 

NB. Die Coefficienten (y.), (d.), (c), (J.) sind berechnet auf Grund der allgemeinen Formel 
(16.), Seiten 84. 



(y) 



Gehörig zu (Tab. A'. 2) und (Tab. li'. 2). 

(P, 9)d= (/(/? + !)» 
(P. 5)<i4.2 = ('/-2)(;; + 3) + 1.3, 
(i^ 2)rf4- 4 = (<^ - 4) (P + 5) + t> . 5 , 



(d.) 



Gehörig zu (Tab. A'. 3) und (Tab. B'. 3). 



(<i + 2,i>)^==d(p + 3) + 1.3, 
(^ + 4,;>),=d(p + 6) + 2.6, 



/;>, (z)./+^ = (9--^)(;>+^+i)+i^i+i). 



/^ + ^,P),=rf(P + i + l) + iM^+l). 



89 



Tabelle B'. — Entwicklung solcher Producta QP, in denen der Index von 
Q der grössere ist, resp. beide Indices einander gleich sind. 

Die Formeln (1.), (2.) gelten für p><7, und umfassen daher die Formeln (6.), (6.) als specielle Fälle. 
Hingegen sind die Formeln (3.), (i) nur gültig für p>g, und bedürfen fdr p— g, wie aus (7.), (8.) 

ersichtlich, einer gewissen Abänderung. 

(1) Q,P, -»e^ + 3erf+2 + *Ö<,+« + ®e<,+6 +«0., 



(3.) 

(4.) 

(6-) 
(6.) 

(7.) 
(8.) 



(<i. 5), (rf + 2, 3)p (», 2)p 

9p,i -Pp,! — <P. P)o f Co + (P. P)» i ^2 + iP, P)ipaQip, 



Die Coefficienten vorstehender acht Formeln sind angegeben in (o(.)t (^Oi (y)» (^Oi (^0 ^nd ((.)• 
r ?_ 

"^ V2/ \(2i*-l)(ä;*+l)(2;, + 3)/ l l r 

b= /1-3V/ (2j, -2)2;i(2/) + 2)(2p+i)_ \Pl 

(P.) ^ Vi" V \{2p- 3) (iy. - 1} (2/. + 1) 'itp ^ 3) {ip + 5)/ l 1 1 ' 

8" ^2.4.6/ \(2p-0)(2p — S)(2p-l)"(2/i4-l)(2p-h3)(2yi-f 5)(2p + 7)/ l 1 1' 

.«=/''> ((«Älr;.^^S;'A--.7^) • [Vergl. (10.). Seite 86.] 

NB. Man beachte, dass die in diesen beiden Tabellen A' und B^ Torhandenen Coefficientcn 
ft, 3, • • • iB, 9( und f, t, • • • b, a, abgesehen Ton der Reihenfolge, identisch sind mit denjenigen Coef- 
ficienten fC, iB, •• 3, ß, und a, b, •••{, f, welche in den beiden vorhergehenden Tabellen - A und B 
sich vorfinden. 



(••) 



Gehörig zu (Tab. A'. 4) und (Tab. B'. 4). 

(«i + a. 3V = -d(g-2) + i-3, 

(d + *, 4V--'i(?-4) + 2-6. 



Gehörig zu (Tab. A'. 0) und (Tab. IT. 6). 

•(P.P)o=P(P+l), 
(P. P)j=(P-2)(P + 3) + l-3. 
(f-) {(P. P)4 = (P--l)(i' + 6) + 2.6, 



N • n m a n n , Kugelftmctionen . I. 



/p,P)i=-(p-i)(p+i+i) + ii(i+i)- 
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Tabelle C. — Entwicklung der Producte QQ. 

Die Formeln (1.), (2.), (3. 4) sind gültig, einerlei ob p'^q, oder =• g, oder ^q ist, nnd umfassen 

demgem&88 die Formeln (ö.), (6.), (7.) als specielle Fälle. 



(1) 



(2.) 



?-«,=A<?, + i + BÖ. + s + re. + j + ininf., 



«P,i?,.i = (/''a).+ iA«. + , + (p,9),+3BÖ. + j + (P.9). + 6'"«. + 5 + ininf.. 



(« + 1.P), ^- , (« + 8.Pl, 



^'■'■' ■ ^..i«. = (i+l)lR:i)^«.*M + (F+3Hi+T)^ «-».» + ^i"f- 



(6.) 



(«.) 



(7.) 



[9p.iy = (*''P)«P + i«^»j' + i + (^'P)«j'+s^<'»p + s + ininf.. 



Die Coefficienten vorstehender sieben Formeln sind angegeben in (a.)* (/'Oi (vO ^^<^ (^0* 



(«.) 



A = 



(2j> + 8)(2p + 5)-'-(2^ + 3)^ (,.f2)/(4 + 2) FVerffl ^19 ^ Seit« 85 I 

(/» + !)/(/> + 1) •(? + !)/ (3 -H)' Lvergl. (19.). ^eite 85.) 



(2 9 -f l)/(5) (P+ 1) (P+ 2) • • • (*+ 1) 
B = A ^'-^i P^ + ' ^ (^-^^] (^-^±^) (^i±^l . 



- A lill\ / (2f + 2)(2p-f 4)\ / (2g-f 2)(2g + 4)\ / (2 * -f 8) (2 * + 5)\ ( 2 ^+11 1 
"•'^ \2.4/ \(2l> + 3)(2p4-6)/ \(2? + 8)(29+6)/ \(2« + *) (2« + Jß)/ l 2,4-8 j » 



(PO 



(Man erkennt aus den Formeln (a.) auch anmittelbar die Wertbe von a, ^, y, ■ • •, d. i, 
diejenigen Wertbe, welche A, B, f, • • • annebmen fQr den Specialfall p^q. 

NB. Die Coefficienten (y.), (d.) sind berechnet nach der Formel (16.), Seite 84. 



(y.) 



Gehörig zu (Tab. C. 2). 

f(/', 3),+ ,--(P + l)(3+l). 

(P. 9>, + s (P + 3)(34-3)+l-3, 

(P, a), + S = -(l> + 6)(9 + 6) + 2 6, 



Gehörig zu (Tab. C. 8, 4). 

■» + l.P),-(P+l)(« + l). 
(« + •'»,P)4-(i> + 3) (»+ 1) + 1-8, 
(») 1(«+6,pL=.(p + 6)(8 + l) + 2.6, 



.(s + i.P)»-(j' + i)(« + l) + 4(l-l)l. 
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Tabelle D. — Entwicklung solcher Producte PQ,vd. denen der Index von P der grössere. 

Die hier anzufahrenden Formeln (1.), (2.), (8.), (4.) gelten, wenn p>g, nicht aber, wenn j> — g ist. 

Sie besitzen, falls d <^ p — q ungerade ist, folgende Oestalt: 



(1 
(2 

(3. 
(4 



(1 
(2 

(3. 
(4. 






('i-hpl 



{d -3.pl 



».tCl-ö,,!^', + (d_i)d ß''d-l,t + (rf_3)(d_2)5'R^d-s,l 






(i— 1,5)„ 






+ 



2-3 

(2, q\ 



(BP 4- — • 

^ 2,1-r ^ 1 



und andererseits, wenn d s= p — q gerade ist, folgende Gestalt: 
Pp,iQt,t'-Qp,iP,,i + (P' 9)ä-i'>iPä-i + (P.i\-3^ P.,-s + (P.3V«-Ps + (i'.9\»^i. 



(d-3.p), 



(3. P), 



(1. i'X 



^M<?,-«.,.n +^-^r^*«^-M + (7r:^/-V)^^<'-3..--- + XT»^M + V^'»^^^ 



(<i-l,9) 



(rf - 8, 3) 



(8, ff). 



(1. ff), 



2 



Pp<ü,^-<ipP.r +-(./3iyfS''.-M + (,^iKji^3RP,_,,..... + -^«P3,,+ -^-fflP,,+f; 

WO 9 zur Abkürzung steht für yi — a* . Die Coefficienten dieser Formeln, welche, jenachdem d 
ungerade oder gerade ist, mit 2, Vt, ^, -- - 91, ®, X, oder mit S, 9DI, iR, • • U, S, % bezeichnet 



sind, besitzen die aus (s.) ersichtlichen Werthe. 



(f.) 
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2 



(2 d — 1) (2 d + 1) . • • (2/> — 1) 



»/(!>) 






"P («9+l)/(7)-/(<'-l)* 

2 (L\ ( ^p \ lii±l\ li±zl\ [l±=±\ 

/LL?\ / 2l>(2p-2) \ /(2 q_±2) (2 7^ 4)\ ((^_d-l)_{i d - 3)\ / 2 
*' \2-4/\(2j>-l)(2p— 8)A(2« + SJ(2g+"5)M(a''-2)(««'-*)/ l« 



[Vergl. (19.), Seite 85.] 



d — 9 



I). 



r fl / ' •»••(^- ?) V 2 ^ü^ - 2) . . (« + ») \ /(g9 + g)(«g + 4)--(*- m / (2d-l)(2d-8)..(d4-2) \ r 1 1 
^ ■'' ** \2 . 4 . . (d - l)l\{2p - 1) (2p - S) . . (* + 2)}\ (2 9 -f 8) (2 ? + 5) . . « ACS«*-») (2d-4) • • (d+l)/ l 2d-l ) ' 

n fl / l-3..(d — 8) \/ 2p(2j) — 2)..(« + 4) \ / (29 + 2)(29 + 4) • • (•» — 2) ^ (2 d- 1 ) (2 d ~3)..(rf+8) \ ( 8 l 

NB. Die Coefficienten (f.), (17.), (O".) sind berechnet nach der Formel (16.), Seite 84. 



«•)• 



Gehörig za (Tab. D. 2). 

f(j'.«)d_i-l'(ff+J). 
(P.ff)d-8-CP-2)(ff+3)+l-3, 
(P,ff)<,_5-(i'-*)('i+6)+2-6, 



(»?•)< 



Gehörig za (Tab. D. S). 

i{<l-i,P),,'-'dp, 
(rf-3,r)j-rf(P-2) + J-3, 
(d-6,p\=.d(p-i) + 2.6, 



(P'«V-i="(P-^+l)(ff+l) + 

+i(X-l)i. 



(*•){ 



Gehörig zu (Tab. D. 4). 

(id-l,g)^ rf(ff+l). 

(d-3,ff)^— d(ff+3) + 1.3, 
(rf-6,ff)„— rf(2+6^+2-6, 



(.d-X,p)^=d{p-X + l) + 



i.d-l,q\ d(3 + i) + 



+i(i-l)i. 
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Tabelle D'. — Entwicklung solcher Producte PQ, in denen der Index 

von P der grössere. 

Die Formeln (1.), (2.). (3). (4) gelten, wenn p — q ungerade, und >0 ist. 



(1-) 



PrQo-QpP, +ZF^+@P, + 91P, 



+ ^Pä-i< 



(*•) Pp,tQ,,i-Qp,iP,,i + (P'9)o^Po+(P'q)2®Pi + (P'i)*^P* + (p.4Wifi-Prf_,. 



2 . (2.P) 



{*,pX 



W-1.P), 



(8) ^^.l«,-Ö,.iP, -Y + -2T8'®^M + -4:-/«^M + + (T^lj^ «^.-..l . 



(*•) 



2« . (2,4) 



{*, 9\ 



(ä-l,q). 



^,e„.-<?,P„. +y+ 2:f «i'vH-TTf «^v+ ••• + Tä-iji ^ ''"-.y. 



WO 9 zur Abkürzung steht für }/l — 0' . Die Coefficienten dieser yier Formeln sind angegeben in 

(«.), ((J.) und (y.). 



(«0 



% 

6 



rf(»+l)* 



-MS)(S)(r^.)(7^»(l|. 

/ (J-1) (d-ä) \ /(<* + 1) (d + 3) \ ( « (. - 8) \ / (« + »)(« + « )\ f ^ 1 
*"* U«*-«) (<* - 4)M(<* + «) (<l + 4)/M»-l) (•-»)/ \{« + ä) (f + 6)^ l 1 / • 



Q _ /M-l)(d-»)- i\ / (d + l)(d + 3)-(»d-») \ / .(!-») ■•(194.8) \ / (i + ») (« + «). .(Ip — 1) \ I tJ — 1 1 
. \('*-«)(<»-«)--»/\(<'+«)(''+4)-(»''-l)/V»-l)(»-8)--(8j + »)M (• + «)(» + 5)..»p /l 1 I 



NB. Man beachte, daas diese Coefficienten %, S, ?H, • • • 92, 9R, S, abgesehen von der 
Beihenfolge, identisch sind mit denjenigen Coefficienten S, 9R, 9t, ••• K, @, X, welche in der 
vorhergehenden Tabelle D. sich vorfinden. 

NB. Die Coefficienten (ß.), (y.) sind berechnet nach der Formel (16.), Seite 84. 



(ß-) 



Gehörig ea (Tab. D'. 3). 

f(0,l>),=i <*(« + !), 
(i,p\"\d($+l) + l-S, 
(.i,p\-'id(t+\) + 2-6. 



(y-) 



Gehörig zu (Tab. D'. 4). 

f(0, 9)p = -ii(«+l), 

(2. 5)p ■li(« + l)+l-8, 

(*. 9)p id(« + l) + 8.6. 
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Tabelle D". — Entwicklung solcher Producte P^, in denen der Index 

von P der grössere. 

Die nachstehenden Formeln (1.), (2.)» (3.)* (^O gelten, wenn p — q gerade, und >0 ist 



(1.) P„Q,-Q„P, +a8P, + «P,+ UP5 



+ 'ipä-i. 



(2.) P,,, Q^^^ - ö,,, P,,i + (P, 9)i SB i\ + (P, 9)3 » -Pj + (P. «V- i « -Prf- i 



2 . (1. P). 



(3. P), 



(<i-l>P), 






WO 9 zar AbkürzoDg steht für Vi — a*. Die Coefficienten dieser vier Formeln sind angegeben in 

(^.), («.) und (f.). 



(^.) 



Ui 



3 • 4 • (!(« 4- 1) 



»(!^)e±i)(^;)(:-ig{^}. 

/ (rf - 2) (d - 4)\ /(d +2)(d-f 4) \ / (« -!)(«- 3) \ /(Hra)j[£jfR)\ f Jl 1 



/ (d~«)(d — 4).«2 \ / (d+2)(dH-<)--(>rf-2) \ / (*-! ) (* - 8) • . (2 7+_3 A / (^-h3) « + 5 ) • • (2 j/- l)\ I 2J-1 j 



NB. Man beachte, dass diese Coefficienten 28, S, U, •••92, 9)^, £, abgesehen von der 
Reihenfolge, identisch sind mit denjenigen Coefficienten £, 9R, 92, •••U, S, SB, welche sich vor- 
finden in der Tabelle D. 

NB. Die Coefficienten (c .),'(£•) s^d berechnet nach der Formel (16.), Seite 84. 



(«•) 



Gehörig tu (Tab. D". 3). 

(3,l))^-i<i(»+l) + 2^3, 
(ö, P), -i<i(«+l) + 8.ö, 



(^) 



Gehörig zu (Tab. D". 4). 

f(l, q\ irf(Ä+l) + l.l, 

(3, 9V=--i<i(«+l) + 2.3, 
(ö, 3)^- -i(i(«+l) + 3.ö, 

.(i,9V='-irf(*+i) + 4(^ + i)i 
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§ 1- 

Aufstellung einer linearen Differentialgleichung vierter Ordnung, welcher das 

Froduct zweier Kugelfunctionen Genüge leistet. 

Es sei: 
(1.) Y^ur, 

wo Uy V definirt sein mögen 

durch die Gleichungen: oder (was dasselbe) durch*): 

Zur Abkürzung mögen nämlich die Constanten p{p + V) und ff (ä' + 1) und 
die Function (1 — 6^) respective mit Ay B und f bezeichnet sein. Dabei 
sei vorausgesetzt, dass p und q irgend welche Zählen aus der Reihe 0, 1, 2, 
3, 4 repräsentiren. — Aus (1.) ergiebt sich sofort: 

und hieraus folgt durch nochmalige Diflferentiation und mit Rücksicht auf 
die Gleichungen (2.) und (1.): 

(3.) ^•P = -{A + B)Y+2Z, 

WO Z den Werth hat: 

(4.) Z^^fU'V. 

Aus (4.) folgt: fZ = fU''fV\ und hieraus durch Differentiation, mit 
Rücksicht auf (2.): 

(6.) ^Jf^^-fU'.BV-fV'.AU, 

a 

und durch nochmalige Differentiation: 

(6.) ^^^ =2ABY^{Ä + B)Z. 

Die gesuchte Differentialgleichung für Y wird aus (3.) und (6.) durch 
Elimination von Z erhalten werden, mithin lauten: 

oder, falls man beachtet, dass f=l — o'^ mithin f = — 2a ist: 

*'^ Die Accente deuten überall Differentiationen an nach der Variablen a. 
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<'••' Ä(^^)+»<-+»-<'-''ä^+"-'')---»- 



E 



Das erste Glied E dieser Gleichung ist, wie. man leicht erkennt, folgender 
Transformation fehig: 

und durch Substitution dieses Werthes in. (7>) ergiebt sich: 

oder, kürzer geschrieben: 

WO alsdann K, H folgende Constanten bezeichnen: 

2f = (^ -^)«-2 (^ + 2?) =..[p(l> + l)-(Z (2 +l)]»-2[l' (/>+!) + «(«+!)]; 

Während f zur Abkürzung steht für (1 — o''^). 

Nach ihrer Definition (2.) sind U und V Kugelfunctiofien. Mithin ist 
T=»ÜV (1.) das Product zweier Kugelfunctionen , während andererseits 
der Ausdruck Z = /* f7' F' = (1 — a^ U' F' (4.) das Product zweier abge- 
leiteten Kugelfunctionen repräsentirt. Eine Differentialgleichung für dieses 
letztere Product Z kann ebenfalls leicht erhalten werden, nämlich durch 
Elimination von Y aus (3.) und (6.). Sie lautet: 

(8.) ^(,^Vf)) + (^ + 5)^.(^+r^ + (^_:B).^=o. 

oder, ein wenig anders geschrieben: 

wobei beachtenswerth, dass die Gleichungen (7.*) und (8.*) nur in ihren 
ersten Gliedern sich unterscheiden*). 

*) Man kann die Differentialgleichungen (?.•» '>i c» *) und (8.*» *>) in folgende Form bringen: 

(l — O« r"" - 10 (y (1 - tf«) Y'" + [2 (-4 + B) (1 — a«) - 8 (1 — 3 a«)] Y" - 

— 6 (^ + JB — 2) a Y' + [(^ - BY - 2 (^ + 1?)J Y = , 

(1 — a«)» yj'" — 10 (y (1 — O Z"' + [2 (^ + B) (1 — <j») - 8 (1 — 3 a*) — 4 1 Z' — 

— 6 (^ + 5 - 2) ff Z" + [(i4 — JB)« - 2 (^ + -B)J Z — ; 

woraus hervorgeht, dasa die beiden Gleichungen unter einander identisch sind, abgesehen vom Coeffi- 
deuten des dritten Gliedes. Denn dieser Coefficient ist in der zweiten Gleichung um 4 kleiner als 
in der ersten. 
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Die Kugelfunctionen U und F, welche den beiden Diflferentialglei- 
chungen (2.) Genüge leisten, sind respective Pp((?), Qp{(5) und P^{a)j Q^{(5)\ 
woraus folgt, dass die vier particidaren Integrale Y der von uns aufgestellten 
Differentialgleichung vierter Ordnung (7.^» ^i c» d) dargestellt sind durch die 

vier Producte: 

(9.) PpP,. QpQ^, Qj,P,. P^Q,^ 

Der Speciaifail: p = q. — Wiederholt man die eben angestellten De- 
ductionen für den Specialfall p^^q, mithin Ä = B^ so ergeben sich ge- 
wisse Vereinfachungen. Denn die Gleichungen (3.), (5.) nehmen in diesem 
Falle die Gestalt an: 



"da 
difZ) 



- 2AY + ZZ, 

— AfY 



\rr 



da 

woraus durch Elimination von Z folgt: 

(10.) ^LjV^_^))+4X(n"-«r)-o. 

Man erhalt also in diesem Specialfall 2> == ? fttr das Product Z = f7 F nicht 
mehr eine Diflferentialgleichung vierter Ordnung, sondern eine Differential- 
gleichung dritter Ordnung, womit in Einklang steht, dass die in (9.) an- 
gegebenen vier particularen Integrale für p=^q sich auf drei reduciren. — 
Uebrigens kann man diese Gleichung dritter Ordnung (10.) nicht direct 
aus der ursprünglichen Gleichung vierter Ordnung (7 .*» ^» ^^ ^) ableiten. Denn 
setzt man z. B. in (7.^) die Constanten A und B einander gleich, so erhält 
man eine Gleichung von der Form: 

d ß 

-5— «« , d. i. ß =■ Const. 

da 

Diese Gleichung Q = Const. verwandelt sich aber in (10.) erst dann, wenn 
man die Integrationsconstante Null setzt. 

§ 1.* 

AufsteUung einer Unearen Differentialgleichung, welcher die n^ Potenz einer 

Kugelfunction Genüge leistet. 

Sind Ui, t/2, ••• U„ irgend welche Lösungen der in (2.) genannten 
Differentialgleichung 

da 
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so ergiebt sich, wie soeben gezeigt wurde, für das Product F== U^TJ^ 
eine lineare Differentialgleichung dritter Ordnung. Und ebenso ergiebt sich 
alsdann, wie sogleich dargethan werden soll, für das Product F= U^U^U^-- U^ 
eine gewisse lineare Differentialgleichung (n + l)'""* Ordnung. 

Wir betrachten zunächst den Fall, dass C/i, f/g, ••• U^ alle unter 
einander identisch, etwa = U sind, mithin 

und setzen zur Abkürzung: 

^y-^ n (n - 1) (n — 2) V^^^flff « O« , 



n (n — 1) (n — 2) . . 2 . 1 C/^ (/"r')" -= O, . 

Die erste dieser Formeln lässt sich so schreiben: 

oder auch so: 

und hieraus folgt durch Differentiation nach a, und mit Rücksicht auf (er.) • 

l^ = nt/"-*(-^L') + n(n-l) t;'»-* U'(fU), 

6 

oder, mit Hinblick auf die Formeln (/J.), (;^.): 

In analoger Weise ergiebt sich durch Differentiation der zweiten Formel (y.) : 

und man gelangt in solcher Weise durch Differentiation der Gleichungen (y.) 
d. i. durch Aufstellung der (zum Theil schon angegebenen) Formeln (d\y.), 
(rfi.), ((fg.), ((fg.), ••• (rf„.) zu folgendem übersichtlichen System: 



*) Die Differentiationen nach a sollen promiscue bald durch Accente, bald durch das reguläre 
Zeichen x— , bald auch durch ein blosses d angedeutet werden. 

Neumann, Kugelfanctionen. I. 13 
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f[dY+ 0] =<D.. 

nd<t>,+ l-nAY] =«D,, 

/■[g <t) + 2 (n — 1) A * 1 =. <J> ^'®'' "*' "** *"*'* weiterhin in den 



(«.) /•[a*, + 3(n-2)^«l>,] =<D,, 



Formeln (A.), (B.), (C), (D.), das d 
zur Abkürzung gesetzt für k— • 



WO der ersfe Factor des vor A stehenden Zahlenproductes von 1 bis n 
steigt, während der zweite von n bis 1 sinkt. Eliminirt man aus diesen 
(n + 1) Gleichungen (e.) die n auxiliären Grössen <t)i , Og > • • ^n > so erhält 
man die gesuchte Differentialgleichung für Y. 

Um die Resultate, zu denen man in solcher Weise gelangt, über- 
sichtlich auf einander folgen zu lassen , schreiben wir zunächst die Differential- 
gleichung («.) von Neuem hin: 

(A.) dfdV '\- AV ^ii, (wo a steht für ^ , 

welcher genügt wird durch die Kugelf unction p*^ Ordnung , d. i. durch U=^ ^pd^) 
oder ü= Qp{^)' 

Setzen wir nun in (f.) die Zahl n = 2, so ergiebt sich: 

a O, + 2 . 1 yl <D, = , 

woraus durch Elimination von Oi, Og folgt: 

(B.) dfdfdY + Ä{2dfY+2fd Y) = 0. 

Diese Formel repräsentirt also diejenige Differentialgleichung dritter Ordnung, 
welcher genügt wird durch Z== U% d. i, durch die zweite Potenz der Kugel- 
functiofh In der That bemerkt man, dass diese Gleichung (B.) identisch 
ist mit der schon früher in (10.) aufgestellten. 

Setzt man ferner in (e.) die Zahl w = 3, so erhalt man: 

/•[ar + o] = ct>,, 

a<t>3 + 3-l^<t>,j ==0; 

woraus durch Elimination der O^, Oj, <t>^ sich ergiebt: 

(C.) dfdfdfdY + Ä(ßdfdfY+^dffdY+3rdfdY) + A^9fY)^0. 
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Diese letzte Formel repräsentirt mithin diejenige Differentialgleichung vierter 
Ordnung, welcher genügt wird durch Y=^ TP, d. i. durch die dritte Potenz 
der Kugel funct 1072. 

Ferner erhält man aus (f.) für den Fall n = 4 die fünf Gleichungen: 

/-[ao, + 2.3^0,1 = 03, 

/•[a03+ 3.2^0,] = 0,, 

a 04 + 4 . 1 ^ 03 =» , 

woraus durch Elimination von Oi, Og, Oj, O^ sich ergiebt: 

(D.) dfdfdfdfdY+Ä(AdfdfdfT+GdfdffdY+QdffdfdY+^fdfdfdY) + 

+ A\2^dffY+lQfdfY + 2iffdY)^0. 

Dies also ist die Differentialgleichung fünfter Ordnung, tvdcher genügt wird 
durch Y= U^, d. i. durch die vierte Potenz der Kugel funct Um, 

Schliesslich übersieht man leicht, dass diese Differentialgleichungen 
(B.), (C), (D.) nicht nur durch r= TP, Y= U' und y= U\ sondern 
auch dann befriedigt werden, wenn man Z= TT^ C/g, resp. Y=^ TJ^U^TJ^, 
resp. Y-= TTiT72 TJ^ TJ^^ setzt, wo Z7i, TJ^, TI^ und TJ^ ganz beliebige Lösungen 
der Gleichung (A.), d. i. ganz beliebige Kugelfanctionen 2>**' Ordnung (erster 
oder zweiter Art) sein können. 

Bemerkang. — Setzt man*) in den Gleichungen (A.), (B.), (C), (D.) das 
Argument (? = -, und lasst man sodann ^ = cx> werden, so erhalt man: 

d* Y a» r 

^* Y /)* Y ? Y 

(D.b) V4 + 20^ + 64^-- = 0. 

^ ' d(o^ Cfo"^ d(o 

Durch das angegebene Verfahren verwandeln sich also, wie aus (A.^) hervor- 
geht, die Kugelfanctionen U in die trigononwtriscJien Functionen sin w und 
cos CD. Und die particularen Integrale der Gleichung (B.^) sind daher 
sin* (i) , (sin & • cos co) und cos* o . 



*) Dabei ist wohl zu beachten, dass in (A.), (B.), (C), (D.) die Zeichen A, f, d stehen respective 

farp(p + l), (1-<F«) und ^. 

13* 
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Zweite Bemerkung. — Setzt man in (A.), (B.), (C), (D.) das Argument 
(y = cos-, und lasst sodann jp = cx) werden, so erhalt man: 

etc. etc. etc. 

Durch dieses Verfahren verwandeln sich also, wie aus (A.*^) ersichtlich, die 
Kugdfunctionen U in die Cylinderfunctionen J^ [rj) und Y^ (ij) . Und die par- 
ticularen Integrale der Gleichung (B.^) werden daher sein: [J^(ij)]^, [«^(^) ^(fl)] 
und [Y'{7i)]\ 

§2. 

Integration der aufgestellten Differentialgleiehnng mittelst einer nach Kngel- 

fiinotionen fortschreitenden Entwicklung. 

Die im Vorhergehenden aufgestellte Differentialgleichung (7.^): 

wird erfüllt durch Z== Z7F, falls U und V den Gleichungen (2.) Genüge 
leisten. Letzteres aber ist der Fall, wenn man für Z/eine der Functionen 
Pp{a), Qp{p)i und für V eine der Functionen Pg((?), Qq{<^) nimmt. Dem- 
gemäss besitzt die Differentialgleichung (II.) die vier particularen Integrale: 

(12.) PpP,, QpQ,. QpP,, PpQ^, 

und das vollständige Integral: 

(13.) Y--^PpP, + BQpQ^ + CQ^r^ + I)P^Q^, 

wo Ay B, C, D willkürliche von a unabhängige Grössen sind. 

Wir weiden nun zeigen ^ dass nmn die Gleichung (11.) dt^ch Beihen 
integriren kann, die nach den Kugel functimmn fortschreiten. Diese Reihen 
werden alsdann bentäzt werden können, um jedes der Producte (12.) auf lineare 
Weise durch Kugdfunctionen darzustellen. 

Substituirt man in (11.) für Y eine Reihe von der Form: 

SO gelangt man mit Rücksicht auf die Gleichungen*): 

♦) Ebenso wie in (11.) steht auch in (15.) das f zur Abkürzung für (1 — a*); so dass also 
/" =a — 2 (F und /"' = — 2 ist. 



i {f^:) 



da 
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- v;v-\.\)P^, 



L, °- »'(»'+ 1)P... 

sowie unter Anwendung der Abkürzungen: 

(16.*) [r,K + l)]'-2(A--l)roK + l) + ir=J\',, r« K + 1)- A'-i, , 

(16.») [y,(v, + l)]'-2(A'-l)»,(v, + l) + fl-=2V,, v, (v, + 1) - ÜT-i, , 



ZU folgender Formel: 

(17.) o- + [.v,^,p,,^ + j\r,^,p,^ + .v,^,p,^ + ....] 

oder, falls man die PI vermittelst der recurrenten Relation [(C), Seite 61] 

(18.) <»p;=vp,+p;_i*) 

auf die P,'_i reducirt: 

(19.) = [(.% + 2 v^ L„) A^ P,.^ + (■^'2 + 2 "2 ^^2) ^ * n, + • • •] 

oder, falls man für die Pj ihre Entwicklungen [(2.*> ''), Seite 61] 

(20.) p;=.(2v-l)P,_, + (2v-6)P,_j + (2v-9)P,_,,+ .-. 

substituirt: 

- (N^+iv^L^) A^P,^ + (..V,+ 2 v,L,) 4jP,^+ (A;+ 2 v^L^) J,P,^+(.^•,+2 »«Le) ^6 ^., + • • • 

+ 2io.4„[(2r„-3)P,^_,+ (2r,-7)P,^_,+ (2,„_ n) P,^_,+ . . .] 
(21) +2/^,Jg[(2»'2-3)P,^_,+ (2»,-7)P,,_, + -..] 

+ 2 i^ A^ [(2 »« - .S) P,._, + • ■ ] 
+ 

Diese Formel aber geschieht Genüge, wenn man setzt: 

»-j =■ »"o — 2 , 
(22.) ., = .. -2 = v.-4, 

Va = V, — 2 = v, — 4 =- K, — 6 , 



*) üebrigens kann man statt der Relation (18.) auck folgende anwenden: 

o Pj = — (v + 1) P, + P^'^ , [d. i. die recurrente Relation (D.), Seite 61]. 

Die Resultate, zu denen die Betrachtungen des gegenwärtigen § fahren, erleiden dadnrch keine 
Aendemng. Denn raan erhält in diesem Fall statt (21.) eine etwas andere Formel, welche aber 
durch die Relationen (22.), (23.». •>. • ) ebenfalls erfüllt wird. 



— 102 — 
und gleichzeitig setzt: 

(23.*) = (iVo + 2 r, L^) , 

(23.^) = (.V, + 2 v, L,) A, + 2 (2 r, + 1) L, A^ , 

(23.*^) = {X, + 2 v, ij ^, + 2 (2 r, + 1) {L^ A> + L^ A^) , 

(23.<») = ^.Ve + 2 Ve L,) A^ + 2 (2 v, + 1) (L, A^ + L,A, + L, A,) , 

Durch die Gleichung (23.^), in tvelcher ßr N^, L, die Werflie (16.*) 
substituirt zu denken sind, hestimmt sich die Zahl t',,. Sodann bestimmen sich 
die folgenden Zahlen v^, lu, Vq. - • • aus (22.). Und endlich bestimmen sich 
alsdann die cansfanten Coefficienten A,^, A^, A^, A^, ", abgesehen vom ersten, 
der willkürlich bleibt, vermittelst der Gleichungen (23>» c» *^» ••). Uebrigens 
kann man diesen Gleichungen (23.^^ c, d, ..) ^lie einfachere Gestalt geben: 















a,2 A^ =s 


•l'o 


4 




<'24 ) 












a^ A^ = 


'K 


A^ 1 




^Ät./ 












o« A^ = 

• • ■ 


• • 


• 




WO 


die 


(ff 


h 


die 


Werthe 


haben: 








(25.) 












=■ «i - 2 i;i = 


5 


-2(, 
2 ", 


+ 1 



Substituirt man hier für iV^, X; ihre eigentlichen Bedeutungen (16.*» ^» "), 
so erhält man, indem man den Index X tOx den Augenblick unterdrückt: 

(2v+l)a=^[viv + l)y-2{K-l)v(v + l) + n+2v[v(v+l)-K], 
^"'^ (2 v + 1) 6 = [v (v + 1,]* _ 2 (A'— 1) r (v + 1) + H - 2 (v + 1) [v (r + 1) - A'] , 

oder, wenn inan den ersten Ausdruck nach Potenzen von r + 1, den zwei- 
ten nach Potenzen von r ordnet: 

(2v+l)a=^{v + iy-2{K+i){v+iy + {H+2K), 
^^'^ (2v + l)b^ V* -2{K+i) V' +{H+2K), 

oder, falls man in Factoren zerlegt: 

(2v + l)a^[{v + iy-{i+K+n)]l{v+\y-(i + K^Ji)], 
^'^'^ (2v + l)h=.lv' _(^ + A' + 70][^' -a + K-B)-]. 

Hier hat JR den Werth: 



oder, falls man für K, H ihre eigentlichen Bedeutungen [Seite 95 bei (7.^)] 
substituirt: 
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§ 8. 

Weitere Behandlung der gefundenen vier particularen Integrale. 

Die gefundenen vier particularen Integrale mögen, entsprechend den 
vier Wurzeln (28.), mit 

bezeichnet werden, wo 

(31 ) ^^' 

gesetzt ist. Dabei mag angenommen werden, dass von den beiden Zahlen 
p und q die kleinere mit q bezeichnet sei: 

(82.) p > 5 . 

Um nun die Ausdrücke der Integrale (30.) in extenso angeben zu können, 
sei bemerkt, dass die Formeln (26.) mit Rücksicht auf (31.) sich so dar- 
stellen lassen: 

('"•) '^- 2v;+i ' ^^ 2i;Hn ' 

hieraus aber folgt, wenn man >L = 0, 2, 4, 6, • • •, mithin vx=^vq, v^, 1^4, ve» " • 
oder [was dasselbe, vergl. (22.)] = i^, Vq — 2, v^ — 4, Vq — 6, setzt: 

«0=0,*) 

21^0-3 » ""'^ 21.0 + 1 

^^4^., K+g-2)(yo -^-4;(yo + d-3)(yo- rf-3) (y^ + s ^\){v,-8^Z){v, + d-^^)(v,^d^^) 
(d4.)a, _^ ._ , i^ _^ 



'0 • ^ "0 



_ (yo+g~4)(i/o~a^6)(i/o + (f-5)(yo--d-6) (y^4.g-3)(y,-ir-6)(y, + rf--4)(yo-d-4^ 

*"" 2^0—11 ' *"" 2^0 — 7 

WO absichtlich, um die Constanten der Formel (29.) bequemer bilden zu 
können, a^ mit to, a^ mit h<^, u. s. w. coordinirt ist. — Solches voran- 
geschickt, wollen wir nun die Integrale (30.) der Reihe nach in Betracht ziehen. 
Erstens: das Integral JT. — Die Entwicklung (29.) wird offenbar für 
dieses Integral, d. i. für VQ=^Sy lauten: 



*) Man vergl. (27.^). 



— 106 — 

durch geschweifte Klammern ausgezeichnet. Und in ähnlicher Weise mag 
bei allen folgenden Formeln verfahren werden. 

Ordnet man den geschlossenen Ausdruck (38.) nach Kugelfunctionen 
mit steigendem Index, so ergiebt sich: 

«2 "4 "2 9 L ''27-2 ''2 9 - 2 ''2 7 - 4 *'2 7 - 2 ''2 9 - 4 ''0 J 

Was die hier auftretenden Grössen a, h anbelangt, so findet man aus (36.): 

(2p + 2){-Zq){2d+l){l) (2p + 3)(~2g+l)(2d + 2)(2) 

^^9^ 2d+l ' ^29-2= 2d+5 

(41.) (2i) + 4)(-2g + 2)(2dl + 3)(3) _ (2j> + 6) (- 2 g + 3) (2 d + 4) (4) 

"2^-2= 2d + 5 ' ^2?-4-- 2d + 9 



Substituirt man diese Werthe der a, h, so gewinnt die Formel (40.) schliess- 
lich folgende Gestalt: 

<«■> '.-3 [-.+(f)(lftl)G|i-.)(ll-$s)ll4t^l -".+ 

/ l-3 \ /( 2p + 2)(2p + 4)\ / 2g(2g-2) \ /{2 d+ 1)C2 d + S)\ f 2 d +9 | 
"^ V2 . 4/ \(2p +8) (2p + 6)/ V(2 g - 1) (2 gr - 3j/ V(2 rf + 2) (2 d + 4)/ l2 d + 1 j ^<* + * "T 

/ (2p + 2)(2 p + 4)..2s \ /(2d_ +l)(2d + 3) • • (2 p - 1)\ f 2a+l l "1 
f" \(2p + 3) (2p + 5)..(2s+iy V (2(/ + 2)(2^+4)...2p /Uj+IJ «J» 

WO die Constante A genau eben so gross ist, wie in der letzten Zeile der 
Coefficient von P,. — Beiläufig sei bemerkt, dass die Coefficienten letzter 
Zeile in den Formeln (39.) und (42.) zu einander reciprok sein müssen; 
denn der in (39.) reprasentirt, wie aus (38.) ersichtlich, den Werth von 

^ ^ o^^' ^^^ ^^^ ^ (^^'^^ ^^® ^^^ (^'^ ^^^8*"' ^^^ Werth des Bruches 



^2 ^4 " **2 9 
^2g^2g--2'"^2 



Diese Reciprocität der beiden CoefScienten findet sich aber 



in der That bestätigt; was als Controle der Rechnung angesehen werden mag. 

Zweitens: das Integral e7_(, + 2j. — Bringt man auf dieses Integral, d. i. 
auf 1^0 •= — (^ + 2), die Formel (29.) in Anwendung, so gelangt man zu 
einer nach den Functionen 



^- (« + 2) ' ^- (» + 4) » -^- (» + 6) » 



fortschreitenden Entwicklung. Und man kommt daher, weil statt dieser 
Kugelfunctionen erster Art mit negativen Indices die mit. positiven Indices 
versehenen Kugelfunctionen zweiter Art: 
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zu nehmen sind (vergl. Seite 67), zu folgendem Resultat: 



(48.) 






Gleichzeitig ergeben sich für die Constanten a, & aus (34) die Werthe: 



(44.) 



a* = — 



a^ — — 



2 (2 j? + 4) (2 p + 3) (2 g + 3) 
2s + 7 

4 (2 s + 6) (2 p + 5) (2 g + 5) 
2S+11 



6o = - 



h, = ^ 



1 (2 g + 3) (2p + 2) (2 g + 2) 
2« + 3 

3(25 + 6) (2 lJ + ^)(2g + 4) 
2« + 7 



Substituirt m9,n diese Werthe in (43.), so gelangt man schliesslich zu fol- 
gender ins Unendliche fortlaufenden Eeihe: 

(4M JL(, + 2) - e. + i + (2) (2IT3) (2fT3) (27+-4) I 27+3 1 ö* + 3 + 

/1_^\ / (2p + 2)(2p+ 4)\ /(2 g + 2)(2g + 4) \ / (2 8 + 3) (2 j? + 5) \ j 2 « + lll 
■^V2.4A(2p + 3)(2p+6)/U22 + 8)(2g + 6}M(2fi + 4)(2« + 6)/l2«+'3 J ^' + 5"^ ''' '"'• 

Drittens: das Integral JI^^ + d. — Für dieses Integral, d. i. fttr r„= — (rf-f-1), 
schreitet die Entwicklung (29.) fort nach den Functionen: 

p p p 

wofür (ähnlich wie im vorhergehenden Fall) die Kugelfunctionen zweiter Art: 
zu setzen sind. Somit erhalt man: 



(46.) 



- (d + 1) 



«. + 5''«. + . + ^^..4 + 



0,0^ 



wo für die a, 6 aus (34.) die Werthe resultiren: 



(47.) 



2(2g— l)(2p + 3}(2d + 2^ 
2d + 5 

4 (2 g — 3) (2 p + 6) (2 d + 4) 
2rf + 9 



h. 



l(2g)(2p + 2)(2J+l) 
2d + l 

3 (2 g — 2) ^2 p + 4) (2 d + 3) 
2d + 5" 



Hieraus erkennt man, dass \, h^, 64, h^, ••• respective mit den Factoren 
2 g, 2 g — 2, 2q — 4, 2q — 6, • • behaftet sind, und dass also 



«»23 = 



ist. Der Ausdruck (46.) wird daher ein geschlossener sein, und folgende 
Gestalt besitzen: 



(48.) 



«^-(rf+l) =" Vj + - Prf+2 + ^ V>rf + 4 + + 



2 4 2 9 
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Substituirt man endlich für die Grössen a, 6 ihre Werthe aus (47.), so ge- 
langt man zu folgender Formel: 

(49.) «^-(d+i) =• Örf+ (2) [2^^ (27+3) (2^+1)127+7} ^rf + 2 + 

/1^\ / 2g(2g-2) \ / (2y) + 2)(2p + 4) \ / (2 d + 1) (2 d + 3) \ j 2cl + 9 1 
"*" V2 . 4/ 1(2 g — 1) (2 g-3)/ V(2i) + 3) (2^? + 6)/ \(2 d + 2) (2 d + 4)/ 12 d + 1 J ^'' + * "^ 

/ (2p + 2)(2;? + 4)...28 \ / (2 d + 1) (2 d + 8) ■ » (2 j? - 1) \ f 2g + l l 
"^ \(2i) + 3)(2p + 5)--(2s+l)/\ (2d + 2)(2cl+4)...2i) /l8d+lj ^'" 

Vergleicht man diese Formel (49.) mit der früher für J, erhaltenen 
Formel (42.), so zeigt sich eine überraschende Uebereinstimmung. Denn 

abgesehen vom Factor j unterscheiden sich die Formeln nur dadurch , dass 

wo in der einen P steht, in der andern Q auftritt. — Jene frühere Formel 
für J, (42.) kann aber durch eine andere Anordnung ihrer Glieder in die 
Gestalt (39.) versetzt werden; und man kann daher die analoge Umgestal- 
tung der gegenwärtigen Formel (49.) sofort niederschreiben. Sie wird lauten : 

<».. ^.„» „ - 4«. + a) iifh) Gt^) c-^) iiffii «.-. + 

, / 1.3 \ / 2j?(2 p ~ 2) \ / 2g(2 g — 2) \ /(2^ + 1)(2 8— 1)\ r 2j^ J 1 

"^ \2 . 4/ \(2p — 1) (2p — 3)/ \(2 q — 1) (2 (/ - 3;/ \ 2"s (2 8-2) / U S + 1 J ^*-* "^ * " 

/ 2j)(2p — 2)...(2d + 2) \ / (2 8 + 1) (2 g^ 1) ■ . (2 j? + 3) \ f 2 rf + I j "j 
"^ V2p— 1) (2;/— 3). .(2 ^/+1)/ \ 28(25 — 2). -(2 i) + 2) /l2« +1 j ^«^ J * 

Hier hat A dieselbe Bedeutung wie früher in (42.); woraus ersichtlich, dass 
2 identisch ist mit dem in der vorstehenden Entwicklung (50.) in der letzten 
Zeile stehendem Coefficienten von Q^. 

Viertens: das Integral J^^i. Die üherlmupt möglichen Werthe von d 
sind offenbar : 

<? = 0, 1, 2, 3, 4,....; 

denn es ist d=p — q, und nach unserer ein für allemal getroffenen Fest- 
setzung: p>q, [vergl. (32.)]. Von diesen Fällen aber können wir den Fall 
d = ausschliessen , weil für.ri!.= das zu behandelnde Integral J^^i mit 
dem schon absolvirten Integral J-^d+i) identisch wird*). Mit andern 



*) Für den Specialfall: cZ = reduciren sich die vier Wurzeln v^ (28.) und die denselben ent- 
sprechenden vier particularen Integrale der gegebenen Differentialgleichung vierter Ordnung auf drei 
Wurzeln resp. auf drei Integrale; was in Einklang ist mit der früher (Seite 96) constatirten That- 
sachf, dass jene Differentialgleichung für den Specialfall d « 0, d. i. für p = 5, in eine Differential- 
gleichung dritter Ordnung übergebt. 
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Worten: Wir können uns bei der näheren Uutersiiclumg des hier vorgelegten 
Integrals J^ _ ^ auf die Fälle 

(51.) (f=.l, 2, 3, 4, ... 

beschränken. Hat aber d einen dieser Werthe (51.), so wird die dem vor- 
gelegten Integral entsprechende Wurzel ro oder d — 1 der Formel entsprechen: 

(52.) Vo =-0, 1, 2, 3, .... 

Solches vorangeschickt bringen wir nun die allgemeine Entwicklung (29.) 
in Anwendung. Da bei unserm Integral Vy^=^d — 1 ist, so ergiebt sich: 

WO die a, & nach (34.) die Werthe haben: 

^ (2 p -- 1) (- 2 g - 3) (2 d - 2) (- 2) (2p)(-2g ~2)( 2r?— 1)(-1) 

^" 2d^=r5 ' ^«"^ "2(i-l 

(64.) (2 j? — 3) (— 2 g — 5) (2 (Z — 4) (— 4) (2 p ~ 2 ) ( — 2 g — 4) (2 <? — 3 ) (— 3) 

**" 2"d — 9 ' ^^^~ 2(i-5 



oder (allgemeiner ausgedrückt) die Werthe: 

ir.f.\ n (2p -J + l)(~2(y - i-l)(2ei-j)(-i) , (2p-i+2)(-2g-i)(2^ -i+l)(-J + l) 
(66.) a^ 25"="27=i ' ^-2 ^5^1:27+3 

Hieraus erkennt man, dass die Grössen &o> ^ty Ky ••• resp, mit den Fac- 
toren 2jp, 2jp — 2, 2p — 4, ••• behaftet sind, dass mithin 

ist, und dass also der Ausdruck (53.) ein geschlossener sein wird, dessen 
letztes Glied lautet: 

Nun entspricht aber das hier betrachtete particulare Integral einer Wurzel 

Vo, welche [nach (51.), (52.)] einen der Werthe 0, 1, 2, 3, 4, besitzt. 

Und hieraus folgt nach einem später zu beiveisenden Satze '^), dass die Ent- 
wicklung (53.) dieses Integrals nicht mit P_(, + ij, sondern schon früher 
abbricht, der Art, dass ihr letztes Glied mit P„ resp. Pj behaftet ist. Somit 
ergiebt sich aus (53.) durch Substitution der Werthe (54.) folgende Formel: 



♦) Satz (<r.) auf Seite 114. 
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[vorausgesetzt : d >► 0.] *) 

^2 g + 2\ /2 d — 1\ f 2 d — 6 



^... - p... + (i) {^) (|f±|) C^) IH^! '.-.+ 

4. (lll\ ( -^ ^(2 P ~^—\ /(2 g + 2)(2g + 4)\ / (2J-l)(2d-3) \ 1 2d — 9 1 

■^ \2 . 4/ \(2/> — 1) (ip — 'S)) \(2 (Z + 3) (2 2 + 5)/ \(2 d - 2) (2 d — 4)/ l2d— ij rf-sl-- 



+ 



/ 1'3 '(d — 2)\ / 2p (2 p —2) ■■(8-4- 3) \ /(2 ^ + 2)(2g + 4)--(8— 1)\ /( 2</— l)(2d— 3)'-(d+2) \ f 1 | 
l2-4-.(</ — i)/\(2l)"-l)'(2i>-3).-(« + 2)/\ (2// + 3)(2"ri + ö)--« /\(2d — 2)(2(f— 4)..(d + l)/ Ud — 1 J "" 

n'S"(d-3)\/2p^2p --2)j^ . (8 + 4) \/ (2g + 2)(2g + 4)-(g-2) \/ (2d-l)(2d— 3)..((f+3) \f 8 j 
\2.4~.(d — 2yA(2p— l)(2p — 3").-(8 + 3)A(22 + 3)(2^ + 5).-(«— l)A(2d — 2)(2d— 4)..(d+2)/l2 * 

WO die zweifache Form des letzten Gliedes mittelst einer geschweiften 
Klammer angedeutet ist. Die eine Form (in der oberen Zeile) gilt für ein 
ungerades, die andere (in der unteren Zeile) für ein gerades d. 

Will man diesen Ausdruck ordnen nach den steigenden Indices der P, 
so sind zwei Fälle zu unterscheiden. 

Erster Fall. Die Zahl d — 1 ist gerade. Alsdann folgt aus (53.) 
folgende Formel: 

(67.) •^'/-i^" ^^TT^-" -^0 + i, ^2+ V r P4 T t 77T- P4-1 > 

"2 "4 "r/ - 1 L ^d-Z *'d - 8 ^d - 5 ^d-Z ^0 J 

oder, falls man fttr die a, 6 ihre Werthe (55.) substituirt: 

[vorausgesetzt, dass d>>0 und ungerade ist.] 

<-. ^.- . - i [n + (f 1 e^;) m (^) c-^) '■ + 

4. f9W (^'-l)(^-3) \ /(^+jKr/_+_3)\ / 8(8-2) \ / (8 + 2) (S + 4)\ B p 1 

■^ llj\(cf_2)(e?-4)MW + 2)(rf + 4)A(«-l)(fi-3)M(fi + 3)(8 + 6); ^4 "^ " ' ^^^rf- ij ' 

WO die Zahl B (welche doppelt auftritt, im vorgesetzten Factor und auch 
als Coefficient von P^^O den Werth hat: 

f 2(7-l W (d-l)((f~3)..2 \/(d+l U<? + 3)..(2rJ-2) \/ 8 (8 - 2) ■ ■ (2 g + 3> \ / (8+2)(8+4) » ■ (2j> ~1) \ 
"l 1 )\(d~2)(rf^4)..lA(d + 2)(rf + 4)..(2d-l)/Ufi-l)(s-3)..l22 + 2)A (8 + 3) (8 + 5) • • 2p /* 

und etwas kürzer auch so darstellbar ist**): 

8 + 1 / (2 (I — 1) (2 i + 1) • ■ ■ (2;j — 1) \ 

^ 2 (2 (/ + !)/'(/?) V (rf + l)(d + 2)...p r 



Zweiter Fall. Die Zahl d — 1 ist ungerade. Alsdann erhält man aus 
(53.) die Formel: 



*) In der That ist diese Formel (66.), ebenso wie die weiter folgenden Formeln (58.), (59.), für 
den Fall ^ = nicht mehr richtig, oder wenigstens nicht mehr zuverlässig, weil wir bei Ableitimg 
der Formel den Fall. (2 =»0 ausdrücklich bei Seite gelassen haben [vergl. (51.)]. Will man übrigens 
den Werth des particularen Integrals «/"^„j für ti = 0, also den Werth des Integrals «/_j haben, so 
hat man sich an die frühere Formel (49.) zu wenden, und in diesei' e^=»0 zu setzen. 

**) Hier bezeichnet f die auf Seite 85 eingeführte Function. 



(59.) 
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oder, falls man die Werthe der a, 6 (55.) substituirt: 

[voransgesetzt, dass dy>Q und gerade ist.] 

f U 1 / (d-2)((f-4) \ nd + 2) (d + 4) \ / (8 - 1) (8 - 3) \ /(«_+ 8) (8 + 6)\ p . . ^ p H 

■^13 U(d- 3) (cl - 6)A(d + 3) (d + 6)/ \(«- 2) (s-4)M(s + 4) (« + 6)/ ^5 -^ h^^,,>ij, 

WO die doppelt auftretende Zahl G den Werth hat: 

f gd-l I /(d-2) (d-4)..2 \ /(d +2)(cl+4)..(2 rf-2)\ /( s— 1) (g-8)-»(2g + 3)\ / (g + 3) (/? + 5)-'(2/?- 1)\ 
""l 3 }V(d — 3)(d-6)..lA(d + 3)(<i + 6)--(2d--l)/\(8-2)(«--4)..(23+2)/\ (»+4) (« + 6)..2ii /' 

sich übrigens kürzer auch so darstellen lasst*): 

r, \_ /!ii±?)\ / (<! - 1) (d + 1) \ / (2d-l)(2d + l)..(2p-l) \ 

''"'2(23 + l)/'(2)U(«+l)M d A (f(rf + l)...i) /• 

§ 3.» 
Ableitung ^inoB im Vorhergehenden (Seite 109) benutzten Satzes. 

Der Ausdruck 

(«•) 3r = ^o-P..o + ^2^\,+ --- 

wird, wie wir gefunden haben [vergl. namentlich Seite 100 — 103] ein par- 
ticulares Integral der vorgelegten Differentialgleichung vierter Ordnung sein, 
falls V, , V4 , • • • die Werthe haben : 

((J.) y, = Vq — 2 , v^ = y^ — 4 , , 

falls femer v^ irgend eine Wurzel der biquadratischen Gleichung 

vorstellt, und falls endlich die Coefficienten Aq^ ä^, • • der Bedingung 
entsprechen : 

W =- [N.Ä^P^^ + N,Ä,P^^+. . . .] 

Es soll gegenwärtig untersucht werden, wie der Ausdruck («.) für den 
specidlen Fall sich gestaltet, dass die Wurzel Vq durch eine der Zahlen 

(e.) 0,1,2,3,4, 

dargestellt ist. 



• « • 



*) Vergl. die vorhergehende Note. 
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Bei dieser Untersuchung ist in Betreff der früher [Seite 101] an- 
gewandten Gleichungen 

(V-) P^ - (-2»' - 1) P,_ , + (2r - 5) JP,_3 + • ■ • • 

ZU beachten, dass die Gleichung (^.) nicht mehr gült^ ist für v = 0, und 
dass andererseits die Entwicklung (rj.) mit Pi resp. Po abbricht. Substituirt 
man in (£■.) den für Fl_i aus {tj.) sich ergebenden Werth, so erhält man: 

m P'y =■ ■» Py + (iv - 3) P,_t + (2v - 1) P^_t + • ■ • ■ i 

so dass man (mit Bücksicht auf das eben erwähnte Abbrechen) zu den 
Formeln gelangt: 

■Po-o. 

(»•) <,P^=iP^ + 6P^ + P^, ffP;=3P, + 8Pi, 

ap;,=6P^ + 9P^ + bP^+P^, <ri>; = 6 i'j + 7 P, + 3 P^, 






Solches vorangeschickt, beginnen wir mit der Betrachtung des Falles, 
dass eine Wurzel vo der biquadratischen Gleichung (y.) den Werth besitze 

(x.) V — , woraus folgt: iV^ = , *). 

Das dieser Wurzel entsprechende Integral Y («.) lautet alsdann: 
WO die A aus der Bedingung (d.): 

= [N^ A^ P, + i\^2 ^2 P_ 2 + . . .] 

ZU bestimmen sind. Dieser Bedingung aber wird, weil Nq [nach (x.)] ver- 
schwindet, genügt werden, sobald man 

(x'.) ^j s= ^^ =« ^^ s=i . . . ■= 

setzt, hingegen J^ willkürlich lässt. Demgemäss wird das der betrachteten 
Wurzel Vq = entsprechende particulare Integral lauten: 

U'\) Y = A Po . 



*) Da Vq==0 eine Wurzel der Gleichung (y.) sein soll, so muss die linke Seite der Gleichung 
bei Substitution dieser Wurzel Vq =" ^ verschwinden , d. h. ^^ = ^ sein. 

**) Das erste Glied dieser Zeile ist , weü Po = 1 , mithin P^ = ist. 
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Wir betrachten zweitens den Fall, dass eine Wurzel vq der biquadra- 
tischen Gleichung (y.) den Werth habe: 

(X.) Vq =i 1 , woraus folgt: ^^ + 2 X^ =■ • 

Das dieser Wurzel entsprechende Integral («.) lautet alsdann: 
WO die A der Bedingung (d.): 

zu entsprechen haben. Diese Bedingung aber nimmt, wenn man für aP[ 
seinen Werth (i>) substituirt, die Gestalt an: 

und wird daher, weil No-\'2 Lq [nach (X.)] verschwindet, erfäUt sein, 
sobald man 

(r.) A,^Ä,=^A^^ 

setzt, und A^ willkürlich lasst. Folglich wird das der betrachteten Wurzel 
vo = l entsprechende particulare Integral den Werth haben: 
(r .) Y^A,p,. 

Wir betrachten femer den Fall, dass eine Wurzel Vq der biquadra- 
tischen Gleichung (y.) den Werth habe: 

(9 ) y^ = 2 , woraus folgt: ^0 + ^ -^0 =• ^ • 

Das dieser Wurzel entsprechende Integral Y («.) lautet: 

r = ^, p^ + ^« ^0 + ^4 ^- 2 + • • • . 
wo die A der Bedingung (rf.) 

=- N,A^ P, + N^A^ ^0 + -^^4^4^-2 + • • • 
+ 2[L^A^aP^ + +J^>4^4^^-2 + ---J 

genügen müssen. Diese Bedingung aber gewinnt, falls man für a i^ den 
Werth (1.) substituirt, die Gestalt: 

und wird also, weil iVy + 4iyo [nach (p)] verschwindet, erfüllt sein, falls 

man die A den Kelationen unterwirft: 

(9'.) 2 7.0^ +isr,^, «0, ^^=.^,-...-0. 

Neu mann, Kugelfonotionen. I. 15 



— 114 — 

Folglich wird das der betrachteten Wurzel r^ = 2 entsprechende particulare 
Integral lauten: 

(?".) Y^A,p, + Ä, Po ; 

wo Aq willkürlich, und A^ mit Aq durch die ersten der Gleichungen (q.) 
verbunden ist. 

In ähnlicher Weise könnte man die weiteren Fälle Vo==S, 4, 5, ••• 
behandeln. Man übersieht aber bereits aus den erhaltenen Resultaten (x'.), 
(A".), (9".), dass das jedesmal sich ergebende Integral von gescMossener Ge- 
stalt sein, und zum letzten Gliede Pq resp. Pj haben wird. Somit ergiebt 
sich folgender Satz: 

Besitzt die für v^y aufgestellte hiquadratische Gleichung eine Wurzel , deren 

Werth durch eine der Zahlen 0, 1, 2, 3, 4, dargestellt ist, so wird dus 

dieser Wurzel entsprechemle partictdare Integral: 

ein geschlossener Ausdruck sein, dessen letztes Glied mit Pq resp. mit P^ he- 
hüftet iM*). Jene vier Wurzeln sind aber: 

II. V, (;, + ^ + 2) (s + 2), 

in. v.^n-p^l (e? + l), 

IV. Vy = |) — (2 — 1 ■= rf — 1 ; 

und der Satz wird also Anwendung finden auf die erste und letzte Wurzel, 
d. i. auf die Integrale J, und Ja^i- [Vergl. die Entwicklungen dieser beiden 
Integrale, Seite 105 und 110.] 

§ 3.^ 

Eine etwas andere Methode zur Integration der aufgestellten Differentialgleioliung 

vierter Ordnung. 

Wir haben im Vorhergehenden das Integral Y dieser Differential- 
gleichung (Seite 100) nach den P entwickelt. Wir wollen gegenwärtig 
dasselbe nach den Q zu entwickeln suchen, also statt des Ansatzes (14.) 
folgenden Ansatz machen: 



*) Womit natürlich nicht gesagt, dass der Ausdruck nicht unter Umständen auch schon früher 
abbrechen könne. Ist z. B. v^ s» 6 , so wird man zufolge des Satzes erhalten : 

1 = Aq Pq -\- A^ P^ -{- A^ 1\ -f" -^6 -^0 • 
Möglicherweise aber können einige der A NuU sein, z. B. A^ und A^; und alsdann wird der Aus- 
druck aläo nicht mit P^, sondern schon friüxer mit P^ abbrechen. 
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Alsdann ergibt sich zur Bestimmung der A , v [an Stelle von (17.)] die Formel : 

wo die Ny L ihre früheren Bedeutungen (IG.«-, ^i •) haben sollen. Werden 
hierin die a Q'y eliminirt mittelst der Kelation : 

(c.) <y öv =• ^ Qr + Q'y^i^ [^ergl. (C^) , Seite 65] 

welche, mit Ausnahme des Falles ^^ = 0, für alle positiven und negativen 
Werthe von v gilt, so erhält man: 

Drückt man nun die ^ durch die Q selber aus mittelst der Kelation: 

(e.) ^',-1 - - [(21^ + 1)Q, + (2v + 6)0^^2 + (2v + 9)^,^^ + . . .] , [vergl.(16.),Seite66] 

SO ergiebt sich: 

- [(iV, + 2v,L^)Ä,Q^^ + {N, + 2v^L^)Ä,Q^^ + (N^ + 2v^L^)A^Q^^ + . . .] 

-2X,^,[(2r,+ l)(?,^+ (2i^o + 5)«.o+2 + (2»'o + 9)e., + 4 + ---] 

(f.) - 2X,^2 [(2''2 + ^)Qr, + (2*^2 + ö)?., + 2 + • • •] 

-2L,J^[(2r^+l)e,^ + ...] 

Dieser Gleichung geschieht Genüge, wenn man setzt: 

^2 = »'o + 2 , 

.X *'♦ =- Vo + 4 » 

^6 =» *'o + 6 » 





6. 


» 


0, 


1 


fr. 


^. 





«0 


A, 


64 


^4 

• • 


• 


• 


• 



WO a;i, hx die in (25.) eingeführten Grössen vorstellen, so dass also z. B. 6^,, 
zufolge (26.), den Werth hat: 

Die in (g.) aufgeführte Gleichung 60 ='0 liefert daher für r^ folgende vier 
Werthe: 

I. y^ =. — p - g — 1 =. — (8 + 1) , 

ni. i;^, = p — 3 = d , 

IV. Vy = 2 — p = — d . 



— 116 — 

Gleichzeitig ergiebt sich aus (33.) und mit Rücksicht auf die in (g.) er- 
wähnten Relationen der v: 

^ (», - d + 1) K + <? + 1) (»0 -«)(»', + « + 2) 1 2». + 6 1 

6. " ("o - <* + 2) ("o + d + 2) (v„ - « + 1) (»„ + 8+3)12», + Ij ♦ 
(k.) o, (»'o-d + 3)(j.o +d + 3)(v, -«+2)(».„+s+4)(2r„ + 9 



4)12'', + 9) 
6)12*, + 6J ' 



&4 ("»-<* + 4) K + d + 4) K - « + 3) ("« + « + 6) l2r, + 6 

* • 

Die vier durch (i.), (k.) bestimmten particularen Integrale sind nun, wenn 
man ihre constanten Factoren mit C,, C,, C\, Q bezeichnet, folgende: 
Erstes Integral, [vo = — (s + 1)] . 



(1.) 



y-^>[«-.-x + f«-... + ^e_.., + ••••] 



? = (i)(2-^)(^.)(^)|l7^;). 

5^ "" U/ \2 p — 3/ V2 2 — 8/ \2 « — 2/ 12 « — 31 ' 

Offenbar kann man übrigens in (1.) statt der aufeinanderfolgenden Q auch 
setzen: P„ P,.^, ^,-4, •-• 

Zweites Integral, [t'o = ^ + 1] • 

WO • ?5- /i\ /!^-±i\ r2j?_+J\ /ii_±J\ / ?_L+J l 

^ "'\2M2jp + 8A2 3 + 3A2fi + 4>/l2s + 3J ' 

?1 /i\ /^l^ + ^\ / ^ g + 4 \ / 2g + ft \ f 2g+ll 1 
^4 \4/V2p + 6/\2 3 + 6/\2s + 6/l 2«+ 7 J ' 

Drittes Integral. [1^0===^]. 

h, \2)\2p + s)\2q-^l)\2d + 2)\2d+ Ij » 

?L / 8 \ /2£_+4\ / 2 g - 2 \ / 2 d + 8 \ f 2(1+9 1 
&, "" U/\2i) + 5A22--3/\2d + 4/l2d + 6j ' 

Viertes Integral. [vo = — d]. 

^ == /-\ / ^i^ — ^ \ / 2 g + 4 \ / 2d~8\ f 2d — 9 1 
&4 "" UA21J — 3/ V2g + 5/\2d — 4/l2(f — öl ' 
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Diese Ausdrücke (1.), (m.), (n.), (o.) sind aber, wie man leicht erkennt, 
der Reihe nach identisch mit den früheren Ausdrücken (39.), (45.), (49.), 
(56.), also, abgesehen von den constanten Factoren Ci, C,, C^, C^, der 
Reihe nach identisch mit J",, JL(, + 2), J^^^+Dy Jd-i^ 

§ 4. 

Entwicklung des Froduotes zweier Kugelfunotionen in eine nach Kugelflinctionen 

fortschreitende Beihe. 

Die betrachtete Differentialgleichung vierter Ordnung (Seite 95) be- 
sitzt einerseits, wie aus ihrer Entstehungsweise folgt, die particularen 
Integrale PpP^y QpQqy QpPq^ ^pQq> ^^^ besitzt andererseits, wie aus ihrer 
Integration hervorgeht, die particularen Integrale J",, JL(, + 2)> J-{d + i)y Jd-i» 
Folglich muss jedes der erster en sich zusammensetzen lassen aus den vier 
letzteren. Zur vorläufigen Orientirung sei zunächst bemerkt, dass diese J 
nach (39.), (45.), (49.), (56.) Werthe haben von folgender Form: 

Ja^i = -Prf-i + «" -Pd-3 + f -Pci-5 + + *'"(^o '^esp. Pi); 

auch sei bemerkt, dass die dritte dieser Formeln nach (50.) in die Gtestalt 
versetzt werden kann: 

wo die Grössen -4, a^, /3^, • • • x^, ebenso wie die er, /J, • • x, die « , /J', • • • 
u. 8. w., gewisse von p und q abhängende Zahlen vorstellen. — An diese 
Formeln (61.) kann man folgende Bemerkungen knüpfen. 

(«.) Die IfUegrdle J, und J^_ ^ werden unendlich gross, wenn ihr Argument aasoo wird, 

wnd bleiben endlich für <7 =- i . 

(p.) Die Integrale J_ ^^ ^ ^ w\d J_ ^^ ^ jj verschwinden für <t = cx> , und werden unendlich 

gross für <t =» 1 . 

(y.) Von den beiden IntegrcUen J^ und J^_^ ist das eine eine gerade, d<is andere eine un- 
gerade Function seines Argumentes. 

(ß.) Ebenso ist von den beiden InJtegralen «/_(,+ 2) ^^^ *^-(d+i) ^^ ^*^ ^^ gerade, das 

andere eine ungerade Function, 

Auf Grund dieser charakteristischen Eigenschaften ist es leicht, die 
Producte PpPqy QpQqj • • • durch die J auszudrücken. 
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Erstens. Das Produet Ppl\ besitzt für a = \ einen endlichen Werth 
(nämlich den Werth 1), muss also nach (^.) «unabhängig sein von «71 (, + 2) 
und Jl (d + 1) , ^nd folglich von der Form sein : 

(62.) I'pi^)^,(<^) = A J,((F) + aV^^iW, 

wo A, A' Constante sind. Hieraus aber ergiebt sich, durch Vertauschung 
von o' mit — a , und mit Eücksicht auf (y.) : 

oder einfacher geschrieben: 

(63.) Pp(c?) P,(<T) = A/,((F) - ^J^,_,{a). 

Aus (62.), (63.) folgt sofort, dass A'=0 ist; so dass man erhält: 

(64.) P^P^^kJ^. 

Die Constante A soll am Schluss des § bestimmt werden. 

Zweitens. Das Produet Q^Q^ verschwindet für (? = oo, muss also nach 
((/..) wwabhängig sein von J, und J^^i, und folglich den Werth haben: 

woraus durch Vertauschung von a mit — a sich ergiebt: 

Somit ist B' = 0, und also: 

Drittens. Das Prodnct Q^ P^ wird, weil p>q vorausgesetzt ist [Seite 
104], verschwinden für (? = cx), und muss daher nach («.) unabhängig sein 
von J", und Ja-i, also den Werth haben: 

woraus durch Vertauschung von a mit — folgt: 

(- i)^^^-*-' <?^(^) ^,(^) = (- 1)''-*-^ [r ^^(rf+i,(a) - f /.(, ^2)(<^)] • 
Demgemäss ist r' = , mithin : 

Viertens. Das Prodnct PpQ^ ist eine ungerade Function von <;, falls 
P + 9 gerade, hingegen eine gerade Function, wenn p + q ungerade ist. 
Hieraus folgt, dass dieses Produet unabhängig ist von J, und Jl(, + 8), also 
den Werth hat: 
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wo A und E noch unbekannte Constanten sind. In dieser Gleichung wird 
für (? = 1 die linke Seite unendlich gross, und ebenso auch das erste Glied 
der rechten Seite. 

Bemerkung. — Nach unserer ein für alle Mal gemachten Voraussetzung 
[vergl. (32.), Seite 104] ist p>q. Die Formel (66.) involvirt daher alle 
Producte P^, in denen der Index von Q grösser als der von P ist, und 
die Formel (67.) all' diejenigen, in deneu der Index von Q Meiner als der 
von P ist; während endlich diejenigen Producte PQy in denen die beiden 
Indices einander gleich sind, nach Belieben sowohl der einen als der andern 
Formel subsumirt werden können. 

In letzterer Beziehung wollen wir fortan, zur Vereinfachung unserer 
weiteren Untersuchungen, eine bestimmte Entscheidung treffen, indem wir 
festsetzen , dass die Producte P Q mit gleichen Indices nur der Formel (66.) 
subsumirt werden sollen, also (mit andern Worten) festsetzen, 

(67.*) dass in (66.) die Differenz p — 2 > , dass hingegen in (67.) die Differenz p — q stets 

]> (niemals »=» 0) gedacht werden solle. 

Namerisclie Bestimmong von A , B , r • Die Formeln für P, (<?) und Q^ (a) 
lauten [vergl. Seite 1 und 13]: 

n t \ 2 (1 ' 2 ' 8 ' " n) (« + i) Fi _l_ /*' ^- * _L fi' ^- * _l 1 

^nW- l.3.6...(2n+l) ^ ^[1+Ö<^ +M +••••]. 

WO g , ]^ , • • • und g' , 1^' , • • • Zahlen sind , auf deren Werthe es hier nicht 
weiter ankommt. Zur Abkürzung mögen diese Formeln folgendermassen 
geschrieben werden: 

Pn W = An) -a« [1 + 9 a-« + ^<i-* + . . . .] , 

^^^'^ Q (<y) = ? <y-(» + l) Fl + g'a-« + h' a-* + . . . .1 . 

VnW (2n + l)/'(n) L -r B » T 9 » T J. 

Alsdann repräsentirt 

('».■) m-'-^?:iiB^ ' 

eine Panction von n, welche fttr n = 0, 1, 2, etc. die Werthe besitzt: 
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Auch ergeben sich alsdann aus (69.) die Formeln: 

(71.) 

Multiplicirt man nun die Gleichung (64.) mit a"^^'*"«\ und setzt sodann 
(? = cx>, so folgt mit Rücksicht auf (61.): 

\ P 9/<y = Qo \ «/<' = » 

d. i. nach (71.): 
Man findet also: 

(72.) ^^fÄ^fM^a,) (p + l)(P + 2).... . 



f(8) ' '^' (2p + l)(2p + 3). .(2«- 1)' 

woraus z. B. mit Eücksicht auf (70.^) sofort folgt, dass A = l wird für 
jp = , ebenso für 2 = 0, und ebenso auch für p=^q = 0. 

Multiplicirt man femer die Gleichung (65.) mit a' ■**« + *, und setzt 
sodann <? = cx> , so erhält man mit Rücksicht auf (61.) : 

d. i. nach (71.): 

2 2 B- ' 



ißP + 1) fiP) (2g + 1) f(q) (2 « + 3) /•(« + 1) • 

Demnach wird: 

,„. DO (28 + S)n8+l) 2 (2j)+3)(2p+ft)-'(2^+8) 

^i^.) °^^(2p + l)f(p)^{2q+l)f{q)^li'q+l)f(q) (p + l) (p + 2) • • (5 + 1) ' 

woraus z. B. folgt, dass B für ^; == den Werth ^^-J^ , femer für g^ = 

den Werth ^^^?.^-^, endlich für «== 0^ = den Werth 6 annimmt 

Multiplicirt man femer die Formel (66.) mit a ^ " * + ^ und setzt wiederum 
(> = oo , so folgt mit Rücksicht auf (61) : 

d. i. nach (71.): 

2 2 

f(.i) 



(2p + 1) /•(!.) (2d+l)/-(d)- 

Somit wird: 
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^ ^^ ^^^U^P+l)np) ^^^'(2c/ + 8)(2d + 6)...(2p + l)' ) 

woraus z. B. folgt, dass f für 3^ = 0, und ebenso für.jp = g = den 
Werth 1 annimmt. Den Werth von r für den Fall bestimmen zu wollen, 
dass i? = 0, hingegen q von verschieden ist, würde keinen Sinn haben. 
Denn dieser Fall kann nicht eintreten, weil nach unserer beständigen 
Voraussetzung p>q ist. 

Xiimerische BestimmnBg von A, E. Diese Constanten A, E betreffen 
die Formel (67.), bei deren Behandlung wir uns nach (67.*) auf den Fall 
jp — q>0 zu beschranken haben. Wir können diese Relation p — g'>0 
auch schreiben : d>0. Andererseits können wir die in Rede stehende Re- 
lation p>q combiniren mit der Relation **) : ? > , und erhalten in solcher 
Weise die Formeln: 

(76.) «'>0, i>>2>0, mithin auch: jp > . 

Multiplicirt man nun die Gleichung (67.) mit a''^'^^'^^ und setzt sodann 
(r = oo, so erhält man mit Rücksicht auf (61.): 

hieraus aber folgt nach (71.) und namentlich***) auch mit Rücksicht auf 
die Relation d>0 (75.): 

Demnach erhält man: 

2f(p) 2 (2d — l)(2d + l) "(2 p — l) 



(77.) 



(2(Z + l)f(q)f{d -1) (2q+ l)f{q) d (d + l)(d + 2) - - p 



^ Die Function f(n) hat, wie man sofort erkennt, die Eigenschaft, dass fQr jedes beliebige n 
die Oleichung stattfindet: 

(2« + l)An)-(H + l)/'(n + l). 

DemgemäsB können die Formeln für B und f, (73.) und (74.), auch so geschrieben werden: 

{8 + 2)f{8 + 2) 



B 



(P + l)/*(P+l)-(^+l)/'((Z+l)' 
{d+l)fid + l) 



f(a) 



{p + i)f{p + ^)' 



**) Nach unserer gleich zu Anfang (Seite 94) gemachten Annahme, sollen p und q positive 
ganze Zahlen, resp. Null sein; woraus in der That folgt q^O , 

***) Wollte man die Voraussetzung d>0 falUn lassen, so würde die Möglichkeit vorliegen, dass 
ci »0 sei; alsdann aber würde das erste Glied rechter Hand in Formel (76.) nicht mehr verschwinden. 

Neu mann, KugelfoncÜonen. I. 16 
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woraus z. B. folgt, dass E für q = den Werth ^ — - annimmt. Den 

Werth von E für j)==0 untersuchen zu wollen, würde keinen Sinn haben, 
weil bei unserer augenblicklichen Betrachtung der Fall ^ = [vergl. (75.)] 
excludirt ist. 

Um andererseits A zu finden, müssen wir zur Forjnel (67.): 

(78.) PpQ,-^J-i,^i) + ^'^ä-i 

zurückgreifen. Die linke Seite derselben kann [vergl. (3.), (4.), Seite 1] 
auch so geschrieben werden: 

oder mit Rücksicht auf (64.) auch so: 

also, falls man für J, den Werth (61.) substituirt, auch so: 

oder (was daselbe ist) auch so: 

oder endlich [vergl. wieder (3.), (4.), Seite 1] auch so: 

Was ferner die rechte Seite der Formel (78.) betrifft, so kann dieselbe nach 
(61.) und (61.*) folgendermassen dargestellt werden: 

Die beiden Ausdrücke («.) und (ß.) müssen also nach (78.) einander gleich 
sein. Folglich müssen in diesen Ausdrücken diejenigen Terme einander 
gleich sein, welche mit den Kugelfunctionen ziveiter Art behaftet sind, 
ebenso andererseits diejenigen, welche von diesen Functionen frei sind. 
Demgemäss erhält man die beiden Gleichungen: 

(y.) A [Q^ + «g,,o + ...]- A .4 [9, + ««(?,_, + ...], 

Aus {y) ^^^^ folgt sofort: A==A^, mithin [vergl. (72.)]: 

(79^ A = A « fia^ (P + ^Hp + ^)-'8 1^ 

^ ^^ A ' ^^^(2p + l)(2p + .H)..^2«- 1) .4' 
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oder, falls man für Ä seinen Werth [vergl. (Ql.^) und namentlich auch (50.)] 
substituirt, und reducirt: 

(80.) A-A<r>>^.-^'' + '^^'' + '^-'-^ 



(2 d + 3) (2 t/ + 5) • . (2i) + 1) ' 

also schliesslich mit Rücksicht auf (74.): 
(81.) A = r . 

Demgemäss können die Gleichungen (66.), (67.) auch so geschrieben werden: 

Subtrahiren wir diese Gleichungen, und erinnern wir uns dabei an die der 
gegenwärtigen Betrachtung zu Grunde liegende Voraussetzung (75.), so 
gelangen wir zu dem Resultat, 

dass unter der Voraussetzung I>7>(1 (nicht =3) die Formel stattfindet: 
(83.) PpQ,-Qj,P, = ^Jä-i' 

•wo die Constante E den in (77.) angegebenen Werth hat. 

§8. 

Vervollständigung der erhaltenen Besultate. 

Um die definitiven Formeln für die Entwicklungen der Pro ducte PpP,, 
QpQ^y ••• zu erhalten, haben wir nur noch die schon gefundenen Resultate 
mit einander zu verbinden. Dabei wird es der Kürze und auch der Präci- 
sion willen gut sein, Gebrauch zu machen von der schon eingeführten 
Function f{n)y Seite 119, welche in doppelter Weise definirt werden kann, 
nämlich entweder durch die drei Formeln: 

-, . 1 • 3 . 6 ... (2 n — 1) 
fin) __-^__^- 

(^•) /- (0) = 1 , 

oder statt dessen auch durch die eine Formel: 

(2.) P„ (a) ^f{n)- a" [l - J' ^^-^"Jl^ a" ^ +..-.] . 

Erstens: das Product PpF^^ — Substituirt man in der auf Seite 118 
erhaltenen Gleichung: 

16* 
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für J, und A ihre Werthe, Seite 105 und 120, so erhalt man die definitive 
Formel : 

(Tab. A. 1) [vorausgesetzt: i^ > </ , feroer 1? + g =» s , uod p — q ^» d.'] 

welche in (Tabelle A. 1) in ausführlicher Weise angegeben ist. Hier sei 
nur noch bemerkt, dass der vor der eckigen Klammer stehende Zahlen- 
factor, wie aus dem Werthe der Constanten A (Seite 120) folgt, auch so 
geschrieben werden kann: 

f{p)f{q) 

eine Schreibweise, welche ftlr gewisse kritische Falle sehr bequem ist. So 
z. B. ergiebt sich aus dieser Darstellungsweise des Factors augenblicklich, 
dass derselbe, wenn j = 0, mithin p^=:^d = s ist, den Werth 1 annimmt. 

Will man in dieser Formel (Tab. A. 1) die Glieder nicht nach den 
fallenden, sondern nach den steigenden Indices der P geordnet haben, so 
hat man zurückzugehen zur Gleichung (3.), und daselbst für A wiederum 
den Werth Seite 120, fQr J", hingegen den Werth Seite 106 zu substi- 
tuiren. Man erhält alsdann folgende Parallelformel: 

(Tab. A'. 1) [wiederum vorausgesetzt: |) > </ , ferner p + <? = « , und p — q=«d.] 

-f(a) (d+l){d + 2)..^^p r /l\/2p + 2\/ 2g \( 2d+ l \i2d + h^ T 

welche man ausführlicher in der (Tabelle A'. 1) angegeben findet. 

Beispiel Die Correctheit der eben erhaltenen Formeln (Tab. A. 1) 
und (Tab. A'. 1) lässt sich leicht an einfachen Beispielen prüfen. Setzt 
man 2 = 1, so giebt jede der beiden Formeln: 

(4.) P^p^^aP^^:^^^^[pP^_,+\p + l)P^^,'j, [vorausgesetzt: p ^ 1] 

und dies ist eine bekannte recurrente Relation der Kugelfunctionen (vergl. 
Seite 61). Mittelst derselben lasst sich leicht eine Relation herstellen, 
welche (j*P^ linear durch P^.2> Pp '^^^ J^ + « ausdrückt. Diese letztere 
nimmt, falls man auf beiden Seiten die Grösse ^ P^ subtrahirt, die 
Gestalt an: 

(b)(a^ Mp ^ ( p + l)(P + 2) Vp .2 p 2p + l P(P-I) 2p + S n 

''^\ 3/ P (2p+l){2p + 3)l P + ^^ S p + 22p — l P^{p+l)(p + 2)2p-^l P-^y 



P 9 
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tind zu genau demselben Resultat gelangt man andererseits auch dadurch, 
dass man in der Formel (Tab. A. 1) die Zahl g = 2 setzt. 

Zweitens: das Produet Q^Q^. — Substituirt man in der auf Seite 118 
gefundenen Gleichung 
(«0 * Ö^e,=-BJ_(,^,) 

filr t7L(, + 2, und B ihre Werthe Seite 107 und 120, so gelangt man zu 
der definitiven Formel: 

(Tab. C. 1.) [zur Abkürzung gesetzt: |) + (? = *> ^^d p — q^^^d.] 

2 (2p + 3)(2j? + 6).-(25 + 3) r /l\/2p+2\/ 2q+2 \/2 8 + S\l 2 8+l l 1 

VpV, (2q + l)f(q) (|)+l)(p + 2)..(fi + l) 1^'+^ '^ \2)\2p+3)\2 q+s)\2 s + i/hs + s]^''^^'^ ' ' 'V 

welche ausffthrlicher in (Tabelle C. 1) angegeben ist. Bemerkt sei, dass 
der vor der eckigen Klammer stehende Zahlenfactor auch so geschrieben 
werden kann: 

2 l s + 2)f(8 + 2) 

(l>+l)/*(l>+l)-(9 + l)/*(3 + l)' 

wie solches aus dem Werthe von B (Seite 120) unmittelbar hervorgeht. — In 
der Ueberschrift dieser Formel ist die Note p>q unterblieben. In der That 
erkennt man aus der Symmetrie der Formel in Bezug auf p und q sofort, 
dass dieselbe gültig ist für alle Falle, einerlei, ob p grösser, gleich oder 
kleiner als q ist. 

Beispiel. Um die Correctheit dieser Formel (Tab. C. 1) an einem 
Beispiele zu prüfen, setze man p = 0, g = l; wodurch sich ergiebt: 

Setzt man hier auf der rechten Seite: 

^* L8-6 ^6-7 ^7.9 ^9. 11 ^ J' 

^ „r 2.4 _5 , 4.6 _7 , 6-8 _9 1 

«^==^L5T7-T9^+7T97n^ +971171^^ +--J' 

^ r 2»4-6 _7_^ 4 »6'8 «9 -1 

^« ""17.9.11 13* "^ 9. 11. 13. 16 * "* J' 

ft"'L 9. 11. 13. 15 rn* +-J' 

so erh&lt man: 

(8.) Q. C. - 4[i«-' + ^, "-'' + ^,''-' + Y-T..''-' + ■■■]■' 
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nwl VAX donsdhen iteöultat gelangt man durch directe Multiplication von 
r/, inii Q^. 

Zweiten Uelnpiei Eben rio leicht direct nachweisbar ist die aus der 
Formel (Tab. C. 1) für /> = und //=»0 sich ergebende Gleichung: 

Drittens: das Troduct Qj,l\* — Substituirt man in die auf Seite 118 
<;rhaltcno Olfdchung: 

fftr J.(a + i) und r ihre Werthe Seite 108 und 121, so erhält man die 
definitive Formel: 

(Tab. D'. i) [vorauBgCBctzt: /> > 7 ; ferner ;? + /y = 8 , nnd p — q =» d.] 

^P^'i"' ' U; (2^/4.»)(2d + &;..^2i) + l) L^'^ "^ \2/ \1 q -1/ V2p + 3/ V2 </ + 2/ l2 d + 1 J ^'' + 2"^ J ' 

welche auHfOhrlicher sich angegeben findet in (Tabelle B'. 1). Bemerkt 
mag werden, dass der vor der eckigen Klanmier stehende Zahlenfactor sich 
auch so darstellen lasst: 

(d + \) f {d+_V)^fJq) 

wi(; solches aus dem Werth der Constanten r (Seite 121) sofort ersicht- 
lich ist. 

Will man in dieser Formel (Tab. B'. 1) die Glieder nicht nach den 
8teig(».nden, sondern nach den fallenden Indices der Q geordnet haben, so 
hat man zurückzugreifen zur Gleichung (10.), und daselbst wiederum fttr f 
den Werth Seite 121, hingegen für JL(,/+i) den Werth Seite 108 (unten) zu 
substituircm. Alsdann ergiebt sich folgende Formel: 

(Tab. h. 1) [ vorausgoaetzt : 1> > (Z; ferner :?> + (? = », und p — q ^^ d.'\ 

welche sich ausführlicher vorfindet in (Tabelle B. 1). — Man bemerkt, dass 
die Coofficienten in dieser Formel (Tal). B. 1) identisch sind mit denen in 
(Tab. A. 1), und dass ebenso auch Identität stattfindet zwischen den Coeffi- 
cienten in (Tab. B'. 1) und (Tab. A'. 1); und gelangt daher zu folgendem Satz: 

Ist p> q. so werden die EntwicJdmigen der leiden Prodtwte P^ P^ und 
Qp P^ lauten: 
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tro Sl , S5 ,©,••• Ä consfante (von }) und q abhängende) Coefficienten vor- 
stellen, die in beiden EntwicMmigen dieselben sind. So werden z. B., was 
den Fall p='q betrifft, die Entwicklungen von [7^1^ und QpPp lauten: 

W = «^.p + ^ ^2p-2 + CP^p-i + •••• + « ^0» 

wo wiederum die (von p abhängenden) constanten Coefficienten a , b , c , • • • f 
in beiden Entwicklungen dieselben sind. 

Beispiet für die Formeln (Tab. B. 1) und (Tab. B'. 1). — Bringt 
man diese Formeln auf den Specialfall q = l in Anwendung, so ergie))t 
sich aus der einen wie aus der anderen: 

und dies ist, weil Pi = a ist, die bekannte recurrente Relation der Q (Seiten 65) : 

(12.) '^p-2p^i[^^ + ^^^P^^+P^P-^]' 

Aus dieser recurrenten Relation lässt sich die Formel ableiten: 
Ma^ i'_g/^« i\/> ^ 3 r p( P'-i) . 2 _;'(M-i)_^ . (i> + i)(p + 2) ^ 1 

^ ^^ 1..2\ 3/ ^P 2 l(2p—l){2p + l)^P-^~^ 3 (2p— l)(2p + :-i) ^'^ "^ i^2/)+ l)(2/) + 3) ^/> + 2j ' 

deren linke Seite identisch ist mit Pg^^- — Zu genau demselben Werthe 
von Pj Qj, führen aber auch die Formehi (Tab. B. 1) und (Tab. B'. 1) in 
ganz direeter Weise, nämlich dadurch, dass man in ihnen j==2 setzt. 

Viertens: das Produet PpQ^^ — Bei der Behandlung dieses Productes 
können wir uns, aus dem früher angegebenen Grunde, fvergl. (67.*), Seite 
119] beschränken auf den Fall 

(14.) P — (Z > (niclit = 0) . 

Alsdann aber gilt die auf Seite 123 gefundene Gleichung: 
(16.) PpQ^^i'^Qp + ^Jä^i^ 

^. c 2 (2 rf-l)(2(l+l) . .. (2;;-1) ^ 2f{p)_ 

• ""(2(2+ OÄ«) rf(c/+l)(ci + 2) p 'C^q+ljr{q)'nä-l)' 

Substitnirt man in diese Gleichung (15.) nicht nur den Werth von E, son- 
dern auch den auf Seite 110 (56.) für J^^j erhaltenen Werth, so ergiebt 
sich die definitive Formel: 
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(Tab. D. 1) [vorausgesetzt: p — 2 > (nicht = 0) ; ferner ^ -|- 2 =" * » ^^^ P — 2 =■ d.] 
P O ^O P -i. — ? (M-l)(2d+l)^.(2p--l)r /IW 2;> \/2g4-2\/2d^l\ f 2d~6| "l 

-TpV, yp-'3-^(2^_J.l)^(g) d(d + i)..::i> L^-i"^V2A2i)-i/V2V+3/\2(i--2/i2(i-ir ''-'"^ ' J' 

welche ausführlicher angegeben ist in Tab. D. 1. Bemerkt mag sein, dass 
der vor der eckigen Klammer stehende Zahlenfactor sich auch so dar- 
stellen lasst: 

^f(P) 

oder (was dasselbe ist) auch so: 

_^f(i>) 

(3 + i)/to + i)-/'(^- 1)' 

wie sich solches sofort ergiebt mit Rücksicht auf den für E erhaltenen 
Werth [vergl. (15.)]. 

Will man diese Formel (Tab. D. 1) geordnet haben nach den steigenden 
Indices der P, so hat man von Neuem zurückzugehen auf die Gleichung 
(15), und daselbst für J^^i die auf Seite 110 in (58.) und (60.) ange- 
gebenen beiden Ausdrücke zu substituiron, — den einen oder den anderen, 
jenachdem d ungerade oder gerade ist. Und gleichzeitig hat man für E 
wiederum den bei (15.) aufgeführten Werth einzusetzen. In solcher Weise 
ergiebt sich 

(Tab. D'. 1) falls p — q ungerade und >0 (nicht =»0) ist: 

", ». - «- ", + a (.-^ [' ■• + (t 1 (fc 3 ß-t-S fe) C-Ü) "■ + •••••]• 

(Tab. D". 1) und andererseits, wenn p — q gerade und ^O (nicht =0) ist: 

Pp Qg = Qp J\ + (d-i)(d+iyr(s+2) [^» + ( 3 1 t^)(jq^)(r^)(r+4) ^a + ••••] . 

Genauer findet man diese Formeln in (Tab. D'. 1) und in (Tab. D". 1). 

Zur Orientirnng über den Gebrauch der Formeln (Tab. B. 1 und B'. 1) 

und (Tab. D. 1 , D'. 1 und D". 1) mögen sämmtliche Producte von der Form 
P^ in drei Classen gesondert werden, nämlich 

1. in solche, bei denen der Index von Q der höhere ist, 
(16.) 2. in solche, bei denen beide Indices gleich gross sind, 

3. in solche, bei denen der Index von P der höhere ist. 

Die Formeln (Tab. B. und B'.) geben alsdann die Entwicklungen für alle 
Producte der 1. und 2. Classe. Andererseits liefern die Formeln (Tab. D., 
D'. und D".) für jedes Product der 3. Classe z. B. für PgQ^ einen Aus- 
druck von der Form: 
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wo der zweite Term Q eine fertig hingeschriebene Entwicklung nach Kugel- 
fonctionen vorstellt, während der erste Term Pj Q^ ein Product der 1. Classe 
repräsentirt, mithin seiner Entwicklung nach sofort mittelst der Formeln 

(Tab. B. und B.) angegeben werden kann. Die Formeln sind also 

ausreichend zur Entwicklung sämmtlicher Producte PQ. 

Beispiel fttr die Formeln (Tab. D. 1, D'. 1 und D". 1). — Um das Pro- 
duct Pz{p)Qi{^) in eine nach den Potenzen von a fortschreitende Reihe 
zu entwickeln, braucht man nur die beiden Functionen 

(17.) 

öl W - 2 [i (F-* + I (F-* + I d-« + . . .] 

mit einander zu multipliciren; man erhält alsdann: 

(18.) P.(a)«.(.)-|. + 4 [^<r-» + ^<r-» + g-^«-^ + -*-a-» + ...]. 

Nun erhält man aber andererseits aus (Tab. D. 1) und mit Hinzuziehung 
von (Tab. B'. 1) die Formel: 

(19.) ^.e, - 1(^4 + 1 <?.) + ! A; 

und hieraus ergiebt sich, falls man fftr Q^ und ^4 ihre Werthe (Seite 125) 
substituirt, ebenfalls die Formel (18.). 

Dieses Beispiel zeigt anschaulich den Grund, warum der Ausdruck 
für das Product P, Q^ im Falle p>q Kugelfunctionen erster und zweiter 
Art enthalten müss. 

Zweites Beispiel. Setzt man q=p — 1 , mithin rf = 1 und s = 2^ — 1 , 
so ergiebt sich aus (Tab. D'. 1): 

(20.) ^p<ip^i-^P^i%-l^^-l' 

Setzt man ferner 2=1? — 2, mithin rf==2 und s=^2p — 2, so folgt 
aus (Tab. D". 1): 

Diese Gleichungen (20.), (21.) aber sind identisch mit zwei schon früher 
aufgestellten recurrenten Relationen. [Vergl. die Formeln (a.) und (b.) 
auf Seite 71.] 

NeamAnn, Kogelfimotioncn. I. 17 
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Drittes Beispiel. Bringt man die Formel (Tab. D. 1) auf den Special- 
fall 2 == in Anwendung, und beachtet man, dass Po (er) = 1 und 

Q^^(ö) = — log ^^rj '^^^f ö^ erhält man: 

(22.) - r^ log ;^^ - e^ + 2L"V" ^^-^ + 3 y=ö- ^l>-8 + 6 7—2-^^-5 + ' ' 'J^ 

hieraus aber folgt durch Vergleichung mit der bekannten Formel: 

(22.*) p^»li^_P^logJ^ 

sofort: 

/OQX P ^r 2j)-l 1 2i)-6 1 2i)-9 -| 

(23.) i?p = - 2 L-^— Pp-i + 3 ^z:T-P/,-8 + 5 yzr2~ ^P-5 + • • J, 

wo das letzte Glied, ebenso wie in (Tab. D. 1) und (22.), mit Po resp. P^ 
behaftet sein wird. — Wir sehen somit, dass die allgemeine Formel 
(Tab. D. 1) zur Entwicklung der Function B^ nach Kugdfunctionen uns 
hinleitet. 

Viertes Beispiel. Ersetzt man in (Tab. D. 1) die Functionen Q durch 
ihre logarithmischen Ausdrücke (22.*), so heben sich die mit log ^'T\ 
behafteten Glieder fort, und man erhält: 



wo ß , 9W , 9i , die in (Tab. D.) angegebenen Constanten bezeichnen. 

Hieraus ergeben sich sofort folgende [mit (20.), (21.) correspondirenden] 
recurrente Relationen der B: 

(25.) i*« -B« 1 — -P« 1 ^« = -^ , 

(26 ) -P« -R« « - -P« « -B„ = 2(2j?-~1) 

^ ^ P /»-2 p-2 p p(jp 1) 

Noch sei bemerkt, dass die Gleichung (24.) för ^ = in die Formel (23.) 
sich verwandelt. 



§ 5.» 

Beiläuflge Betrachtungen. 

Wirft man einen Blick auf die Tabellen A, B, A', B' und C, so be- 
merkt man sofort, dass die bereits von uns abgeleiteten Formeln 
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(Tab. A. 1, B. 1, A'. 1, B'. 1, C. 1) 

für den %pecialfaU: p='q übergehen in die Formeln: 

(Tab. A. 6, B. 6, A'. 6, B'. 6, C. 6). 

Was diese letztem Formeln betrifft, so sei bemerkt, dass aus (Tab. A'. 5) 
füi p = 0, 1, 2, 3, folgende einfiiche Entwicklimgen sich ergeben: 

[p.i'-i[i'o+(ini6P,]. 

• ••••••••• «•• 

Ebenso ergeben sich aus (Tab. B'. 5) die analogen Entwicklungen: 

■P. Co - e. . 

i-,«,-i[«.+(irK»«.].-) 

(2.) „ ^ 1 r_ ,/l\**6.^ . /l-3\*2.4 6-8„_-l 

'-p,ft-5:[«. + (2) 3 7 ^^« + (274) r» n»«d' 

Ti « 1 T/i i/l\*6 8._ , /l-.3\» 4-6 8-10 „_ , /l-3-6\« 2-4-6 8-10 12,„ _ -| 

• ••••••••••• 

Endlich sei bemerkt, dass aus (Tab. C. 5) für ^ = folgende Formel 
resultirt **) : 

(3.) [^og'-:^J^^[:^^^^ 

Anwendung der für {Q^ erhaltenen Entwieklnng. Ist, wie wir annehmen 
-wollen, a* < 1 , so besitzt die Function Qnip) oder Q^ einen complexen Werth: 

(8.) e, - ^n - K log (- 1) ' [^«'«1- Seite 48 ] 

WO das erste Glied Z7„ eine reelle Grösse bezeichnet von dem Werth: 
(ö.) ^\ -K-Pn log \^] ; 



*) Die^e Formel läset sich einfacher so schreiben: 

^ Ol = i (Co + 2 ft) , 
aDd ist also ein Specialfall der recurrenten Formel (I.^), Seite 65. 

**) Es ist nämlich Co = — log ^ "7 . • Vergl. die nächstfolgende Note. 

-p 1 

17* 
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während das zweite Glied P, log ( — 1) rein imaginär ist*). Substituirt 
man nun in der Formel (Tab. C 5): 

(10.) [ej' - ««2P + 1 + P 02^ + 3 + y ^2p+5 + 

far sämmtliche Q (links und rechts) die durch (8.) dargebotenen Werthe, 
und sondert sodann das Reelle vom Imaginären, so ergeben sich die bei- 
den -Formeln: 

(11.^) [ü;\^ + [p^ log (-1)]» - a ^2^+1 + P ^2^+8 + y ^2,,+5 + • • • •'-«(<')•, 

deren rechte Seiten für den Augenblick mit V (a) und Q (a) bezeichnet sein 
mögen, wo a das in den Functionen Z7, P enthaltene Argument repra- 
sentirt. — Bekanntlich ist: 

- 1 
folglich : 

- 1 

und dieselbe Beziehung wird daher auch stattfinden zwischen Q und V. 
Man erhält also: 



*) Man 'hat im Ganzen folgende Formeln (vergl. Seite 2): 

«. - -B, - ^n log f^ . e« - I^, - ^, log (- 1) . 

t^»--B,--P.logf^, 

wo das letzte Glied, abgesehen v^n einem Zahlenfactor, dnrcb P, resp. P, dargestellt ist. Hieran« 
folgt z. B.: 

Ä, -0; Ä. 2, 

ö.--iog^, e.--2-.iog^, 

tr,=-_logl^, tr,--2-alogi^, 

was zur besseren Orientining dienen mag bei den weiter folgenden Betrachtungen. — Aus dem Werthe 
von Qq folgt, wie beiläufig bemerkt sein mag: 

**).l8t nämlich W eine compleze Grösse: Tr=« ?7+i F, so mag U als Rth TT, und t F als 
Jth W bezeichnet werden. 
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■i-i 



(y.) ß W 



'V(z)dz 



- 1 



oder, falls man Q und V durch die linken Seiten der Gleichungen (ll.«-» ^) 

ersetzt: 

+ 1 

(ii.<o [ü^ (0)]^ + [p^ w log (- 1)]^ - Rth I J ^V~v ) • 



-1 



Air diese Formeln (11.*» ^» ^) können sofort /So; ww(i fertig hingeschrieben 
werden; denn man hat zu diesem Zwecke nur noch fQr die Coefficienten 

« > ßf y > ilire aus (Tab. C. ß) ersichtlichen Werthe zu substituiren. 

Um über die Bedeutung dieser Formeln (11.*» ^ ^) einigermassen uns 
zu Orientiren, wird es gut sein, sie für den einfacJisten Fall, nämlich i> = 0, 
einer näJieren Betrachtung zu unterwerfen. 

Für p = werden die Coefficienten «, /3, y, ••• identisch mit den 
schon in (3.) angegebenen, die Formeln (11.*» ^> ^) also folgendermassen lauten: 

- 1 

Ueher die Entwicklung (12.*). — Die Richtigkeit derselben lässt sich 
auf directem Wege darthun. Entwickelt man nämlich (1 + ay nach Kugel- 
functionen erster Art, so erhält man: 

/« ^ /i+i\« — 1 p I i_ q 7> j g(g — 1) R P j. 

^"'^ \2-) g+T^"^(2 + i)(2 + 2)"'^'"^(g + i)(« + 2)(g + 3)^^»"^ 

und hieraus ergiebt sich, wenn man nach q differenzirt, und sodann 
2 = setzt: 

oder, falls man a mit — a vertauscht: 



• • • • 



Aus den beiden letzten Formeln ergiebt sich aber durch Addition respective 
Subtraction: 
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w. z. z. w. 

lieber die Gleichung (12.^). — Um diese Gleichung zu controliren, 
kann man fQr U^ (a) , ü^ (<?) , • • • ihre früher gegebenen Entwicklungen [vergl. 
(28.), Seite 55, und (32.), Seite 56] anwenden. Man erhält alsdann: 

wo A, By C, wie man nach einigen Reductionen findet, die Werthe haben: 

^r 3 7 2 , 11 24 16 2-46 , 1 

Li -2 3.43^5.63.5 7.83.6.7^ J' 

3 7_ 2j^ JJ^ 2j^ .6 16^ 2 -4.6 .8 , 

^'^ "■ 172 3^ "T" "*" 6^ 3" 7 8 3.5 "^ ' 

C 14-4 f— — ® -4- — — - — ^^ 8 ' 10 . 12 -1 

"^ [3 . 4 5 . 6 1 "^ 7 . 8 3 9.10 3.5 "* J • 

Andererseits erhält man: 

und nach der Gleichung (12.^) soll also sein: 

(d.) [log (- 1)J+ 4 [0« + 1 ö* + g er« + ..J _4 ["^ + 2?^. + Ca* + . . .], 

d. i. 

(e.) 4 u4 =- [log (- 1)J% 1? = 1 , ^ =" f ' ®*^^- ®*^- 

Nun kann man die Reihe für J5 in zwei Reihen zerlegen: 

^ 1 ^ 1 24 , 1 246 1 246.8 , 
1 3 1^53 7 36 ^ 

, 1 ^ 1 24 , 1 24.6 1 2-4.6.8 , 
^2 41^6 3 8 36 ^ 

Verschiebt man jetzt die untere Reihe um eine Stelle nach links, so zer- 
stören sich die übereinanderstehenden Glieder, und man erhält in der That: 
J5 = 1 , wie in (e.) verlangt war. 

Aehnlich kann man auch die Reihe für C in zwei Reihen zerlegen: 

^L3 61^73 9 3.5^ J 

,rj __18J^ 8.10 ___ 2_ 8. 10.12 -1 

"^14 6 1 "^ 8 3 10 3.5 "f"''j» 
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verschiebt man nun die untere Reihe um eine Stelle nach links, und addirt 
die nach dieser Verschiebung übereinanderstehenden Glieder, so ergiebt sich: 

C = - 4- 4 T- 1 4- — - -^-^- 4- l^i^ü - 1 

' ^ L -Hb 3. 5. 7^3-6. 7. 9 J' 

oder, was dasselbe ist: 

^ Lsö 3.5.7^3.6.7.9 J 

+ 4r-^ - -^-^^ + «^l?:li 1 

^ 13. 6 3.07^3.5.7.9 J' 

Verschiebt man jetzt endlich von Neuem die untere Reihe um eine Stelle 
nach links, so zerstören sich je zwei übereinanderstehende Glieder; so dass 

man erhalt: C=j, wie in (e.) verlangt wurde. 

Beachtenswerth scheint bei dieser Untersuchung die erste der in (e.) 
gefundenen Gleichungen: [log ( — 1)]* = 4^, d. i., falls man den Werth 
von -4, aus (b.), substituirt: 
ft\ /« I .M > «r» 7 2 , H 2.4 15 2. 4. 6 , -1 

WO n eine noch zu bestimmende ganze Zahl bezeichnet, 

Ueber die Gleichung (12.^). — Für ar = reducirt sich die linke 
Seite dieser Gleichung auf [log( — 1)]*, d. i. auf [(2 w + 1) -i' i]% so dass 

man erhalt: 

+ 1 

ig,) Rth J2 /7log i^) 7^1 = - (2n + 1)' ^\ 

-i 

WO die von z== — 1 zu z= + 1 gehende Integrationscurve so gedacht 
werden kann, dass sie den Punkt z = vermeidet. Dabei sei bemerkt^ 
dass in den Nouvdles Tables d' Integral es definies par de Haan auf pag. 165 
sich die Formel findet: 

u 

woraus folgt: 



+ 1 



- 1 



z 



was mit der Formel (g.) in Einklang steht. 

Allgemeinere Betraehtnngen. — Statt der Entwicklung von [Q^ wollen 
wir gegenwartig die Entwicklung von QpQ^ der Betrachtung zu Grunde 
legen. Dieselbe lautet nach (Tab. C. 1): 
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(13.) QpQt-f«i,*t+-^Q,^» + re. + 5 + • • •• in inf., 

und gewinnt durch die Substitution (8.) die Gestalt: 

(14.) [U^ - P^log(-l)][lf, - P, log (-1)] =. [A Cr,^j + B tr,^, + . . .] 

-[AJ'.+ i+BP.+ ,+ -]log(-l); 

und hieraus folgen durch Sonderung des Beeilen und Imaginären*) die 
beiden Formeln: 

(16.») U^P, + t\r, =- AP.^i + BP.^3 + . • • =*(«), 
(16.") U^ l\ + Pj,P^ [log(-l)J« - A U,^^ + B tr/^3 + = Q(»), 

deren rechte Seiten mit ¥(a) und Q(<7) bezeichnet sein mögen. Alsdann 
ist ebenso wie früher [vergl. («.), (/}.), {y), Seite 132, 133]: 

-1 

also, wenn man V und Q durch die linken Seiten der Formeln (15.*» ^) 
ersetzt: 

(16.C) t;^ U^ + i5^ P^ [log (-. 1)]^ = Rth \J 1 r>W ^^'7__^'^ ^''•' } . 

-1 

Diesen Formeln (15.*» ^» ^) subsumiren sich die früheren Formeln (11.*» ^» ^) toid 
(12.*» ^» <^) afe specielle Fälle. 

Transformation der Gleichtmg (15.^). — Nach (Tab. D. 1) und 
(Tab. B. 1) ist: 

(16.) ^^e,-Cp^",-S^rf-i + aRP^.3... + 3:Po(re8p. ^P,), M\b p> q {mcht -g), 
(17.) Qp^\--^Q, + ^Q.-2'-,-+^Q4^ fBMsp^q. 

Hieraus folgt: 

(18.) ^p^g+Qp^g-^ Pä-i + ^Pä^B' • • • + «n (re8p. 8BPi) + - 

+ 2«g, + 2»e,_2 • • • + 2««^, falls p>q (nicht -9); 

und gleichzeitig folgt aus (17.) für den Fall p = q: 

(19.) 2ep-Pp = 2a(), + 2be,,2 h^lÖrf, wo s = 2i), und d=-0 ißt. 

so dass man also diese Formel (19.) aus der vorhergehenden (18.) einfach 
dadurch erhalten kann, dass man die Coefficienten S, ^, 9i, • • • % (resp. 833) 
verschwinden lässt. — Aus (18.) folgt durch Sonderung des Reellen und 
Imaginären : 

*) Wir halten hier beständig fest an der Voranssetzung tf" < 1 . 
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(20.) P^U^+ Uj, P^^ 2 P^,_, + mPj_^- ■■ + %?„ (resp. 3B Pi) + 

+ 2at; + 2»ir._j + 2ftfr,. 

Substituirt man aber diesen Werth in der rechten Seite der Gleichung 
(15.«), so folgt [mit Rücksicht auf (ß.), Seite 132]: 

(21.) U^ U^ + P^ P, [log (- i)f = fi r/^_ , + gjl ir,_ 3 . . . . + 2 c'o (resp. 3B l\) + 

- 1 

Und gleichzeitig erhält man die dem Falle p = q entsprechende Formel 
aus der eben hingeschriebenen dadurch, dass man die Coefficienten ß, 9J?, 
9i, • • • SC (resp. SB) verschwinden Iftsst. 

Die Werthe der Coefficienten 2(, S5, ••• und ß, 9ß, •••• sind ersicht- 
lich aus (Tab. A. «) und (Tab. D. t). Ohne dieselben wirklich zu substi- 
tuiren, wollen wir die Formel (21.) sofort in Anwendung bringen auf den 
Special fall: q = 0. Alsdann wird d=s=^p, und 

SO dass man erhält*): 

- 1 

oder, falls man für die U^ ihre Werthe (9.) substituirt**): 



+ 1 



- 1 

Andererseits aber kann man der Gleichung (22.), durch Anwendung der 
Formel (/i.), Seite 132, auch folgende Gestalt geben***): 



- 1 



Diese Gleichung geht für p='0 über in die frühere Gleichung (12.^). 

*) Durch das Zeichen f] in Formel (22.) soll angedeutet sein, dass die Reihe abbricht (series 
finita), ebenso wie die vorhergehende Reihe (21.). 

**) Bei dieser Substitution ist gleichzeitig Rücksicht zu nehmen auf die bekannte Entwicklung 
von Rn nach Kugelfunctiooen , d. i. auf die in der Note, Seite 132, für Rn gegebene Formel. 
***) Wiederum unter Anwendung der för Rn geltenden Entwicklung, Note auf Seite 132. 

Neumann, Kugelfonctionen. L 18 
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§6. 
Entwicklung des Froduotes zweier abgeleiteten Kugelfonotionen ersten Grades. 

Setzt man 

(1.) r-TF und iJ.(i_..^|£|Z. 

WO U und V die Differentialgleichungen erfüllen: 

^„,. . .., + 5(9+1) F-0, 

SO findet, wie wir früher [Seite 94, Formel (3.)] gefanden haben, zwischen 
Y und Z die Beziehung statt: 

Sind also, um denselben Satz in etwas anderer Weise auszusprechen, p und q 
irgend zwei Zahlen aus der Reihe 0, 1, 2, 3, 4,----, und bezeichnet man 
mit Y eins der drei Producte 

(4.) ^=-^P^9' ^P^<1^ ^P^9^ 

femer mit Z jedesmal das correspondirende Product: 

(6.) ^^^pl^qiy QplQqiy ^plQql^ 

SO findet zwischen Y und Z die Relation (3.) statt. 

Das Product (4.) sind wir in eine nach Kugelfunctionen fortlaufende Reihe 
zu entwickeln im Stande: 

Substituiren wir aber diesen Werth in (3.), so ergibt sich für das zugehörige 
Z der Ausdruck: 

WO die Constanten Coefficienten (p, q)^ die Werthe besitzen: 

P (P + + ^ (<7 + 1) - X (x + 1) 
(8.) (/>,g)x=" 2 ' 

Und wir gelangen also zu folgendem Satz: 

Sind Y und Z irgend zwei entsprechende wnter den in (4.), (6.) angegebenen Producten 
80 kann man, wenn die Entwicklung (6.) des einen Productes vorliegt, unmittelbar auch 
die Entujicklung (7.) des andern Productes hinschreiben. Denn es bedarf dazu nur der 
Hinzufügung dir in (8.) angegebenen constanten Factoren (p, q)^. 

Erstes Beispiel. — Offenbar ist: 

p p ^ p 
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Bringt man auf dieses Product den Satz in Anwendung, so ergiebt sich: 

Nach (8.) ist aber: (^,0)^ = 0, folglich: 

(10.) -Ppi^oi=-^; 

was in der That richtig ist, weil Poi verschwindet. 
Zweites Beispiel. — Auf Seite 124 war gefunden: 

Somit folgt durch Anwendung des Satzes (9.): 

oder weil, nach (8.), (i>, 1)^-1 =i> + 1 und Q;, 1)^^^ = — p ist: 

(11.) ^M^n-^^(P,_.-i',..)- 

Dies aber ist die recurrente Relation IV, Seite 61. 

Drittes Beispiel. Durch Anwendung der allgemeinen Formel (Tab. C. 1) 
auf den Fall ^ = folgt: 

und der Satz (9.) fahrt daher in diesem Fall zu dem Resultat: 

Nach (8.) haben aber (i>, 0)^+1, 0^,0)^ + 3, (i>, 0)^ + 5, •• • der Reihe nach die 
Werthe: — (|> + 1), — 3 [p + 2), — ^ {p + 3), • • •; und man erhält also: 

Qpi Öoi « - 2 [(2p + 3) Qj,^, + (2p + 7) <?^^3 + (2p + 11) 9^,^, + ...], 
oder, falls man für ^^i, Q^^ ihre Werthe substituirt*): 

(12.) «p = - [(2P + 3)0^ + 1 + (2i) + 7)(>^ + 3 + (2p + 11)<?,,^5 + •••]• 

Viertes Beispiel. Nach Seite 127 ist: 

^1 ^P ^ 2p"+ 1 ^y^- 1 + 2p +~1 ^/'+ 1' 

somit folgt mittelst des Satzes (9.): 

wo die hinzugetretenen constanten Factoren die schon bei Gelegenheit des 
zweiten Beispiels notirten Werthe haben. Somit ergiebt sich: 

*) Was den Werth von Q^^ betrifft, so vergleiche man die Note, Seite 132. 

18* 
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(13.) ^u<?pi-^^$-r(^.-i-^..i)- 

Dies aber ist die recurrente Kelation (IV. ^), Seite 65. 

Fünftes Beispiel. Nach der allgemeinen Formel (Tab. D ". 1) ergiebt sich: 

P ^o - p o = _1(1?-+ ?) _ P . 
somit folgt aus (9.): 

(14.) n-^2,iÖ,l-ni?..2,I=(^q^^^ 

Nach (8.) ist aber {q + 2, q\ = (ry + 1) (q + 2). Also: 

(16.) ^, + 2,10,1 -^,1 <?, + 2,i =-2(2g + 3) P,; 

und dies ist die recurrente Relation (g), Seite 72. 

VervoUständigang der Tabellen. — Geht man aus von den schon be- 
wiesenen Formeln 

(Tab. A.1, B. 1, A:i, B:i, C. 1, D.l, D'.l, D!' 1), 

so gelangt man mit Hülfe des Satzes (9.) sofort zu den Formeln: 

(Tab. A. 2, B. 2, K 2, B[ 2, C. 2, D. 2, D[ 2, D: 2); 

und sodann von diesen letztern aus durch Betrachtung des speciellen Falles 
p = q zw den weiteren Formeln: 

(Tab. A.6, B. 6, A'.G, B; 6, C. 6). 

Bemerkang. — Die letzte der eben genannten Formeln (Tab. C. 6) lautet, 
falls man sie ausführlich niederschreibt, folgendermassen: 

.... [o -ir -1 (2j> + 8)(2p + 5)..(4y)4-3) 

(16.) LVpiJ (2p + l)f{p) (p + l)(i) + 2)-.(->/>+l) ^ 

X [*+.).«.„. + i (ISf (Sf-+^) [^] l(P + .)'-. »1 9.,..+ 

1.3 /(2P + 2) (2p + 4)y /(iP.+ 3H4p + 5)X (4^+11) r(p + 5)«_2.5l 0. , + ...1 
^2.4\^r2p + 3;(2p + ö); V4p + 4)(4p + 6); \4p + 3} "-^^^ ^ ^ ^J ^2^ + 5"^ J- 

Setzt man nun die Zahl |> = 0, und beachtet man, dass ^o = log (^ + 1) 
— log ((? — 1) ist [Note, Seite 132], so erhalt man die einfache Formel: 

(17.) j-:^, =- - I [3 öl + 7 ft + 1 1 Ö5 + 1 5 Ö7 + • • •] . 

Diese Formel lasst sich übrigens auch leicht ableiten aus derjenigen Ent- 
wicklung, welche ich (im CVcWe'schen Journal Bd. 37) unter Anwendung 
der elliptischen Coordinaten für die reciproke Entfernung zweier Puncte ge- 
geben habe. Denn jene Entwickelung nimmt, falls man daselbst (i = (i^ = 1 
setzt, die Gestalt an: 
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[vorausgesetzt: ff, <C a .] 
(^®-) i~ a " I [^0 (^»^ ^« ^^^+ ^ ^^ ^^»^ ^' (^^ + ^ ^* ^""'^ ^* ^^^ + ^ ^' ^""'^ ^» (^^ + • •] ' 

und hieraus folgt, falls man (>, successive =» 1 und = — 1 werden lässt: 
(19.) 

i-Jrr =■ 2 [öo (<^) - 3 ?, ((7) + ö (?, (c) - 7 <?3 (ff) + . . . .] . 

Aus diesen beiden Formeln entspringt aber die Formel (17.) durch Subtraction. 
Zweite Bemerkung. DifFerenzirt man die Formel (18.) jmal nach (>i, 
und setzt sodann (?i = 1 , so ergiebt sich : 

(20.) 1:1-'^^^L^^^ 

Nun ist aber: P^^> (i) = i • 3 . 5 • • (2 g - i) , 

und: P<^l,(l)=n.3.5..(2g-1)] ^ +:^.^^^:.:^^^Jl ; rvrgl. Seite 77.] 

folglich : 

immer vorausgesetzt, dass 6 > 1 sei. 

§7. 

Entwicklung des Froduotes einer Kugelfanotion mit einer abgeleiteten Kugel- 

fanotion ersten Grades. 

Zufolge der für P^ geltenden Differentialgleichung ist: 
addirt man hiezu die identische Gleichung: 

, -ff«)/>:^^=(i- 

80 erhält man: 

a 



/ / 



(1 - a«) r^ 1^9 ={1- o») P^ p^ , 
C ff 



und hieraus durch Integration: 

(1 - ««) j>; p^ = r^d - «») i/ !>;_;,(/, + 1) i>^^ 7'^^ c «, 

oder, was dasselbe ist: 



c. 
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Und in analoger Weise ergiebt sich: 

Diese Gleichungen (1.), (2.) bleiben offenbar gültig, wenn man in ihnen die 
Functionen P^, Pj,i durch Q^j Q^^ ersetzt, ebenso auch dann, wenn man 
die P^, Pqi durch Q^, Q^i ersetzt, und ebenso auch dann, wenn man 
beiderlei Ersetzungen gleichzeitig bewerkstelligt. Versteht man daher unter 
r, Z, Z^„ Z^ folgende Ausdrücke: 

Y =«P^ P^ +ßQ^ Q^ +yQ^ P^ +dP^ Q^ , 

^^'^ ^p-^Ppi^, +ßQpi<*f, +yQpiP, +^^piÖ, , 

^.=«^P ^\i+PQp Q,i+yQp ^,1+^^'p Q,u 

wo a, /3, ;/, d beliebige Constanten sein sollen, so wird zufolge (1.*) die 
Formel stattfinden: 

(3.) >/r=:^z^= f(^''P(p + l)y\da, 

und zufolge (1.^) die Formel: 

(4.) VT^^' Z^^ j*h-q(q + 1) y\ da, 

Li diesen Gleichungen (3.), (4.) kann man nun für Y und Z die schon 
bekannten nach Kugdfunctionen fortschreitetiden Entwicklungen suhstituiren, 
und erliält alsdatm entsprechende Entwicklungen für Z^ und Z^ . — Um näher 
hierauf einzugehen, mag die Entwicklung von y, wie sie aus den früheren 
Betrachtungen (Seite 124 — 128) resultirt, wirklich eflFectuirt gedacht wer- 
den; sie laute: 

(5.) r=z^o-Po + + KPn+ '" 

+ C,Q, + + C„Qn + , 

wo die J5, C constante Coefficienten sind, und in jeder Zeile ausser dem 
ersten Gliede nur das allgenieine Glied*) hingeschrieben ist. Nach bekanntem 
Satze (Seite 38) lautet alsdann die Entwickelung von Z: 

*) Der Index n dieses allgemeinen Gliedes soll also (weil das erste Glied schon abgesondert ist) 
nie BS werden, sondern beschränkt sein auf die Werthe 1,2,3, 4, •••• 
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(6.) ^={P.9)o^«n + -'-- + (P.5)«-B«-P. + ••• • 

+ (P.3)„ C„ Co + + (.P,i\C„Q^ + , 

(7.) wo: (p,3)i=|[p(p + l) + 3(? + l)-l(l + l)l, 

(8.) mithin: (p.a)^ - ;> (p+ 1) |- [* (* + 1) +1> (p + D - 3(3+ 1)1, 

d. i.: = — {l,p)^, 

Substituirt man nun die Werthe (5.), (6.) in (3.), so ergiebt sich mit Rück- 
sicht auf (8.): 

(9.) Vi -<>*Zf (0. P\Jio JPo 2 " ("./'), K fi'n ^ « 

oder, falls man die Integrale rechter Hand, abgesehen von fQ^e, wirklich 
berechnet*), die Integrationsconstante mit K bezeichnet, und schliesslich 
durch Vi — o* dividirt: 

Substituirt man andererseits die Werthe (5.), (6.) nicht in (3.), sondern in 
(4.), so gelangt man zu der analogen Formel: 

rii^ z =^ — - t- (o,q) i?n I- "'*'-) 4- .... -I — ^—^— B p ,4- 

+,..,v«.(7i^:;)++„-SI'ö «.«.„+ 

wo L die Integrationsconstante bezeichnet. — Für die in (2.) genannten 
Aggregate gilt somit folgende Kegel: 

Liegt die Enttdcklung (6.) des Aggregates T in fertiger Gestalt vor, so lassen sich 
(12.) die EnttoicJclungen der drei andern Aggregate Z, Zp, Zq augenblicklich hifischreiben 

nach Maassgabe der Formeln (C), (10.), (11.). 

♦) Aus der für P^ und Q^ geltenden Differentialgleichung folgt: 

« (n + !)/<?, 3 « - - (1 - 0') Q', = -yi - «« ^',,, . 

Feraei ist I', = 1 , mithin fP^da = <i- Auch der Werth von Cq, d a würde sich leicht angeben 
laaaen; was aber fflr unsere Zwecke fiberflOssig ist. 
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Während übrigens die Entwicklungen von Y und Z nach den Kugel- 
functionen P„, Q„ fortschreiten, gehen die Entwicklungen von Z^ und Z^, 
abgesehen von gewissen störenden Gliedern, fort nach den abgeleiteten Kugel- 
functionen P„i, Q„i. Was jene störenden Glieder betriflft, so sei bemerkt, 
dass die den Constanten K, L und Bq entsprechenden ebenfalls dem all- 
gemeinen Typus der Entwicklung sich subordiniren ; denn es ist: 

(13.) _ ..^ = -^ - , [vorgl. die Note, Seite 132.] 

WO allerdings das letzte Glied der zweiten Gleichung, wie aus dem zweifel- 
haften Vorzeichen + des vorhergehenden Gliedes ersichtlich ist, an einer 
gewissen Uribestimmtheit leidet; so dass es rathsam erscheint, die Substitu- 
tion (14.) in unsern Formeln (10.), (11.) nicht zu bewerkstelligen. — Was 
endlich das letzte störende Glied, nämlich das mit Cq behaftete, betrifft, 
so wird sich im weitern Verlauf unserer Betrachtungen herausstellen, dass 
dasselbe stets verschwindet. 

Die Werthe der noch unljekannten Integrationsconstanten K, L bedürfen 
in jedem gegebenen Fall einer besondern Untersuchung. Vorläufig wissen 
wir nur, dass sie unabhängig von a sind, dass sie also lediglich von er 
ß, y, d und 7), q abhängen können. 



*) Die Ableitung der Formel (14.) läset sich mit Hülfe zweier früherer Entwicklungen [(32.), 
Seite 21] bewerkstelligen. Differcnzirt man nilmlich jene Entwicklungen nuch x resp. ff, so folgt 



aus der ersten: (—„)_„= + | [» - W' + (V)' " (V)' + ' " ] = + TT^ • 

aus der zweiton: C^^"^) ^ _ » [, + ^-i + (^)^ + {"-±1)' + . . .1 ^ i_ , 

\ n Jn-^» -iL ^ 2 ^ \ 2 / ^ V 2 / ^ J 1 — ff' 



und hieraus folgt durch Multiplication mit ]/l — a^ : 






■ 

oder, mit Rücksicht auf (13.): 

\ n Jn=o ~ 2 ^i__ö2* 

Dies aber int die Formel (14.), um deren Beweis es sich handelte. 
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Bei der Entwicklung der Producte PP, QQ, PQ (Seite 123—128) 
hatten wir vier Fälle unterschieden: 



(16.) 



^P-P,. (P^i)\ 



Q„Qo< 



,-,. QpPj, (P^9)i PpQ,, (p>9); 

und in analoger Weise wollen wir auch gegenwartig verfahren, nämlich 
der Beihe nach in Betracht ziehen 



(16.) 



'erstens: 
P P 

P P 



(P>q); 



zweitens : 

Qp,tQ,> 



drittens : 

Qp P,,i^ (p>.9)-> 



viertena: 



Auch werden wir, ähnlich wie früher, die in vierter Stelle genannten Pro- 
ducte nicht direct, sondern ihre Differenzen gegenüber den in dritter 
Stelle genannten Producten behandeln. 

Erstens: die Producte Pp^iP^ und PpPg^i- — Setzt man in (2.): «===1 
und /j = y = ()=0, so wird Y=^P^P,^, ferner Z,^P,^,P,, und Z, = P^i^,,; 
so dass man also mittelst des Satzes (12.) die Entwicklungen der beiden 
letzten Producte aus der des ersten abzuleiten vermag. Dabei wird es gut 
sein, zwei Falle zu unterscheiden, jenachdem p>q oder = j ist 

Erster Fall: p>q. — Alsdann ist nach (Tab. A'. 1): 

(17.) ^p^,-^^ä + ^Pä^2^^^'ä^l"-+^Ps'^ 

und hieraus folgt durch Anwendung des Satzes (12.): 

[immer vorausgesetzt: ;>>2.] 



(18.*) 



(18.b) 



P P 



Vl~ 



+ 



7 fin p 



• • • 



P P SB - I 

P 9. ' 1/1 _r?i ^ d{d 



(d,q) 



qfl)«^.. 



' S (« + 1) '' * 



Um die Constanten K und L zu bestimmen, multipliciren wir diese Formeln 
mit Vi — a% und setzen sodann (? == 1 . Alsdann zeigt sich sofort, dass 



(18.C) 



1. 







ist. 



Ztveiter Fall: p = q. — Alsdann nimmt die Formel (17.) die spe- 
ciellere Gestalt an [vergl. auch (Tab. A'. 5)] : 

woraus durch Anwendung des Satzes (12.) folgt: 



*) Der Grund, weshalb man im vierten Fall auf die Festsetzung p> q (nicht « q) sich 
beschränken kann, ist auf Seite 128 bei (16.) auseinandergesetzt. 

Neamann, Kogelftinctionen. L 19 
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^»^ ^ ]/l __ ffS ^ ^ ^ Xyi^aV 2-3 2»! "^ 4-5 ^ *»i ' ' 

oder, weil {0,p)j, = und {X,p)^ = - X{X + 1) ist: 

Multiplicirt man aber diese Gleichung mit Vi — a* , und setzt sodann 

(? = 1 , so ergiebt sich wieder, dass 

(20.^) Ä' = ist. 

Die resultirenden Formeln (18.*»^»^) und (20A ^) sind angegeben*) 
in (Tab. A'. 3, 4, 7) und in etwas anderer Schreibweise auch in (Tab. A. 3, 4, 7). 

Zweitens: die Produete Q^^^iQ^ und QpQq^i* — Mag nun p>qj =q 
oder <q sein, stets gilt nach (Tab. C. 1) die Formel: 

(21.) öpÖ, = Ag,^i + B<?,^3 + r^,^, + . . . in inf.; 

und hieraus folgt mittelst des Satzes (12.), falls man /3 = 1 , und « = ;^ = rf = 
setzt: 

[einerlei, oh p'^q, =* q oder <^q ist.] 

Multiplicirt man diese Formel mit Vi — ö^ , und setzt sodann ^ = oo , so 
verschwinden alle mit A, B, r, ••• behafteten Glieder, und ebenso auch 
die linke Seite; so dass man erhält: 

(22.^) A' = . 

Die resuUirende Formel (22.«'» ^) ist aufgeführt in (Tab. C. 3, 4). 
Hieraus aber ergiebt sich, indem man i? = ? macht, sofort die speciellere 
Formel (Tab. C. 7). Diese letztere kann übrigens auch abgeleitet werden 
aus der Formel (Tab. C. 5), durch DiflTerentation nach a. 

Drittens: die Prodacte Qp^iPq und QpPq^i^ — Wir unterscheiden zwei 
Fälle, jenachdem p> q oder = q ist. 

Erster Fall: p>qj mithin d>0. — Bringt man auf die Formel 
(Tab. B'. 1): 

(23.) Q^P^ ^^Q^ + 3 0^+2 + ©Crf + 4 • • "+^^Qs 

den Satz (12.) in Anwendung, so folgt: 



*) In der Tbat ist z. B. die Formel (20.» i t) identisch mit der Formel (Tab. A'. 7), wie man sofort 
erkennt, falls man nur beachtet, dass Po,j verschwindet. Auch bemerkt man, dass diese Formel 
(Tab. A'. 7) angesehen werden darf als ein SpecialfaXl der Formeln (Tab. A'. 8, 4). 
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[vorsasgesetet: p^q (nicht =-5).] 

multiplicirt man aber diese beiden Formeln mit Vl^— a^ , und setzt sodann 
c=^oo, SO ergiebt sich sofort: 

Zweiter Fall: p=^q, mithin c?==0. In diesem Fall nimmt die 
Formel (23.) folgende speciellere Gestalt an [vergl. (Tab. B'. 5)]: 

wo z. B. der erste Coefficient f den Werth hat: 

(26.) f = -^— . 

Aus (25.) ergiebt sich nun mittelst des Satzes (12.): 
oder, weil (0,^?)^ = und {X,p)i, = |- A (A + 1) ist: 

[immer ToranBgeseizt: l> I> 2 .] 
(27.*) ^^^^^p^=^^^^4.i[i^,^ + ^(3^^^.... + a(?^,^,], 

Um die Werthe der noch unbekannten Constanten K, L zu ermittehi, multi- 

pliciren wir diese Formeln mit Vi — a^ , und setzen sodann (> == oo . In 
solcher Weise ergiebt sich: 

folglich [mit Benutzung der Formeln, Seite 119, (68.), (69.)]: 

2p + 2 j ^ "^P 

oder, mit Rücksicht auf (26.): 

(27.«) Ä' = f + 1 , X = t — 1 . 

19* 
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Substituirt man aber diese Werthe in (27.*» ^), und beachtet man gleich- 
zeitig, dass — ^ = f Co, 1 ist, so erhält man schliesslich: 

[immer vorausgedetzt: p > j' .] - 
(28.*) <?;„ P, = + I Öo,i + \ [tQo^i + iQ2,i • • • • + a (?,^^ J, 

(28.^) (?p^p^i = - { Co,i + I [«00,1 + ^02,1 • • • + <^Ö2p,l]. 

Di^ resultirenden Formeln (24.«» ^» ^) und (28.*» ^) findet man ver- 
zeichnet in (Tab. B'. 3, 4 und 7, 8), und in etwas anderer Schreib weis 
auch in (Tab. B. 3, 4 und 7, 8). 

yicrtens: die Producte I^p^iQq und PpQg^i. — Es mögen hier zwei Fälle 
unterschieden werden, jenachdem p — q ungerade oder gerade ist. Stets 
aber mag angenommen werden, dass p> q sei. 

Erster Fall: p — q ungerade. — Alsdann findet nach (Tab. D'. 1) die 
Formel statt: 

(29.) PpQ,-QpP,--^Po + ®P2 + ^^l + ß i'rf-i, 

wo z. B. der erste Coefficient % den Werth hat: 

(30.) % = ^ ^_ . Folglich ist: (0,p)^Z^2, und : {0,q\Z^- 2. 

Aus (29.) ergeben sich nun mittelst des Satzes (12.) die beiden Formeln: 

[immer vorausgesetzt: p — q ungerade, und >0.] 
(31.-) P„.^,-^„,P,-^, + (0,p),s(^^,) + 



(31.") 



i'pö„.-ö,n,.-^, + (o.5),2(^) + 



+ TT ®^*.t + TT * ^. • • • • • + Jd^iyd ^^ä-x,f 
Um die noch unbekannten Constanten K, L zu ermitteln, multipliciren wir 

diese Gleichungen mit Vi — a* , und setzen sodann <? = 1 . Alsdann er- 
giebt sich*): 



*j Zu beachten ist dabei die Formel: 

zu welcher man leicht gelangt, sobald man für Q und Q ihre logarithmischen Ausdrücke [Seite 1 
(8.), (4.)] substituirt. 



(33.t>) ^ (>„ I - ^ ^;, I = V , ^,. + Y:? ® "^ » + V.? * ^^. ^ + 
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+ 2 = 7. -(0,^)^,2:, 

also mit Rücksicht auf (30.): 

(31.«) A' = X =- . 

Zwei f er Fall: p — q gerade. Alsdann gilt nach (Tab. D". 1) fol- 
gende Formel: 

(32.) 1\Q,^ - 9^P^ = 3S 7>, + « P, + U7^, . . . . + ö i>,_,, 

und hieraus folgt mittelst des Satzes (12.): 

[vorausgesetzt: p — q gerade^ und > o . | 
L . {hq\^ ,. . {S,q\ 

V 

Multiplicirt man aber diese Formeln mit Vi — a\ und setzt sodann r/^^l, 
80 ergiebt sich*): 

(33.C) Ä' =i — 2 , hingegen : /. = + 2 . 

Die resultirendeu Formeln (31.*» ^» ^) und (33.«» ^» ^) findet man an- 
gegeben in (Tab. D'. 3, 4) und in (Tab. D". 3, 4); und in etwas anderer 
Schreibweise findet man dieselben Formeln auch in (Tab. D.3,4) angegeben**). 

§ 8. 

Heber gewisse zwischen den Kugelf anotionen stattfindende Relationen, die mittelst 

begrenzter Integrale sieh ausdrüoken. 

Aus der die Kugelfunctioncn zweiter Art definirenden Formel: 

(1.) (>,w=p«i^ 

- 1 
folgt, wie schon früher (Seite 64) gezeigt wurde?: 



2 G 

+ 1 , 1 —^ — -^ , falls n ungerade.*. 



(2.) 



r^lW^- )l-a^' 

- l l 1 -"- G' ' 



.r_ , falls n gerade. 



Aus dieser letzten Formel ergiebt sich z. U.: 



*) Vergl. die vorhergehende Note. 

**) Gleichzeitige sind diese Formeln in jenen Tabellen noch ein wenig vereinfacht durch Sub- 
stitution der in (30.) angegebenen Wertbe. 
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(3-^ Qo W = J-l-. > "°d q[ (<f) = Q^ {a) + ^~, . 

Ersetzt man das Integral (1.) durch den bekannten logarithmischen Ausdruck: 

(4.) Qn W == An W - ^„ W • log ^ , 

SO ergeben sich leicht die beiden Relationen: 

Solches vorangeschickt, wenden wir uns zu unserm eigentlichen Thema, 
nämlich zur Betrachtung einer gewissen Gattung Integrale, die sämmtlich 
von der Form sind: 

J ^-^ • 

- 1 

und in denen die Function F (z) entweder durch das Product Pp {z) P^ (z) 
oder durch (1 — z^) P^ (z) Pj (z) , oder durch Pp (z) P^' (z) vertreten sein soll. 
Im letztern Fall wird die anzustellende Untersuchung verschieden sein, je- 
nachdem p > q oder < q oder = q ist; so dass im Ganzen fünf Integrale 
in Betracht kommen. 

Erstes Integral. — Nach (Tab. A. 1) und (Tab. B. 1) ist 

(7.) <;>/«)J;W = 5ir/^(c)+»(;>,_,(a).... + ^^^(a). [^*"«^\>5-] 

Aus (7.) folgt durch Anwendung der Formel (1.) sofort: 



+ 1 



d. i. nach (6.): 



. (,)_ nsJ-^,w+»p,_,w.-- + ^P;W]a^ 



- 1 



+ 1 



J' P (z)P (z) d z 



a — z 

- 1 



Somit gelangt man unter Rücksichtnahme auf (Tab. D. 1) zu folgendem 
Resultat: 

[vorausgesetzt: p > q.'\ 



+ 1 



ri\Az)PAz)dz 



- 1 



(8.») = l'p (c) Ö, (») - ff (o) , 

WO G die ganze rationale Function repräsentirt: 

(8.b) (? = S7'„_, + 9RPj_a.-. + a;Po [resp.SBPJ. 
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Bemerkung, — Bringt man die Formel (8.) auf (/ = 0,l,2,--,p in 
Anwendung, und combinirt man mit einander die so entstehenden Glei- 
chungen, welche der Reihe nach mit 

P^{z), P,{c); P,{z), P^(c); P^{z), P^{o) 

behaftet sein werden, so ergiebt sich: 

f \ C ^M ' z'^ 'dz 

^*^^ I — ^ - - - == O (ö) . 0*? . [vorausgesetzt: p ^ q .] 

-1 

Die Richtigkeit dieser letztern Formel kann man leicht dadurch controliren, 
dass man den unter dem Integralzeichen in P^ (z) multiplicirten Ausdruck 
nach dem binomischen Satz entwickelt: 



z 



? 



[cr_((;_j)]7 ö'/ qa'f^^ ,q(q-\)a^-" 



a — z 6 — 2 a — z 



r- + -^."2 •■ ("--') + 



Unterwirft man nämlich die einzelnen Glieder dieser Entwicklung der aus- 
zufahrenden Integration, so verschwinden sammtliche Glieder mit Ausnahme 
des ersten [vergl. den Satz in der ersten Note, Seite 33]; und das erste 
Glied giebt o^ , multiplicirt mit dem die Function Q^ (a) definirenden Integral. 

Zweite Bemerkung. — Ist (7^ < 1 , so besitzt Qp(o) einen complexen 
Werth : 

Qp (<^) = Up W - ^'p W • lg (- 1) • [vgl. Seite 131 («oj 

Substituirt man diesen Werth in (8.), und sondert sodann das Reelle vom 

Imaginären, so erhält man: 

+ 1 
{ rp(z)P (z) CS 

(P.) Rth. [ / -^'^-l ) — j = ^; {0) j; ^a) , 

[für p>q:] 



-1 

+ 1 



f (* P iA P {'''' d z' 

(y-) ^^M J c-z' ) = [ ■ '"« (- ^)3 ^* ^"^ ■^« ^"^ ■ 

- 1 

Zweites Integral. — Die hier und weiterhin anzustellenden Unter- 
suchungen sind der eben absolvirten Betrachtung vollkommen analog; und 
wir werden daher, unbeschadet der Deutlichkeit, die Argumente f> und z 
meistentheils unterdrücken können. Nach (Tab. A. 2) und (Tal). B. 2) ist: 

^^•^ ^'' ^'' --TP ,-2 -r a^ [falls ;,>,,.] 

(10.) Qp,,l\,i-^Qs + ?Q.^^'"' + ^^i' 

Aus (10.) folgt durch Anwendung der Formel (1.): 



152 — 



+ 1 



Q 






•[ai>,+ pi>,_2.... + xP^]a^ 



d. i. nach (9.): 



a — z 

- 1 



+ 1 



Q 



y^-^Q.^^ J 






Pii 7» i J a — z 

-1 



Somit gelangt man unter Rücksichtnahme auf (Tab. D. 2) zu folgendem 
Resultat: 

[vorausgesetzt: p >• 3 •] 
+ 1 

- 1 

WO G die Bedeutung hat: 

Bemerkung. — Bildet man die Formel (11.) > welche auch so geschrieben 
werden kann: 

W J '- —'-^ / = (1 - <^') QpW P,W [p>^q,] 

der Reihe nach für j = , 1 , 2 , • • • jp , so ergiebt sich durch Combination 

der in solcher Weise entstehenden Gleichungen: 

+ 1 

^*-^ J ^TT^- = (1 — <'*) (^;, W • <''' » [falls p>q (nicht = g) .] 

- 1 

Drittes Integral. — Nach (Tab. A. 3) und (Tab. B. 3) finden die Glei- 
chungen statt: 

(12.) ^; ^^, = « ^V + M^ -.•••• + X P; , [falls p>q] 

(«3.) Ql^\-^Qs + PQ'.-2"" + ^Qä' [falls p>q (nicht = q)] 

beide behaftet mit denselben Coefficienten a , /3 , • • • x . Aus (13.) folgt durch 
Multiplication mit (1 — a^): 

d. i. nach (5.^): 

(14.) 2 = 2 (a + j5 h ») . 

Nun folgt ferner aus (13.) durch Anwendung der Formel (2.) 

^^p ^Q ^ \J'%+ P%-2 h X 9rfJ + / ~jr^ 

- 1 
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Nach (2.) ist aber «jr, == g?, _ g == . . . qr^ . Somit folgt unter Bücksichtnahme 
auf (14) und (12.): 



+ 1 

• f 



- 1 

oder, falls man für 9, seine eigentliche Bedeutung (2.) substituirt: 

+ 1 /2a 

l* v' V 7^ 9 I i «*» ^alls «, mithin auch d ungerade. 

(16.) / Vlifl ^q'T ^\ 

-1 l r__; a» ^^^ * ^"^^ ^ gerade sind. 

In dieser Formel kann man rechter Hand statt des Productes Q^ P^ das 
Product P'p Qq eintreten lassen. Nach (Tab. D. 3) ist nämlich Q^ P^ == 

Durch Substitution dieses Werthes in (15.) gelangt man zu folgendem 
Resultat: 

[vorausgesetzt: /> > ^ (nicht = g).] 



+ 1 

' P'(z)Fiz)dz 



(16-) j ^-^-^^^ = Q],{<^)J\{o)^F{c)^P^{o)Q^{a)^G{p), 



a — z 
-1 



WO F und G, falls d ungerade ist, die Functionen bezeichnen: 

wenn d hingegen gerade, folgende: 

(10.) 2' = j--i, ö= ^ä_:i)rf SP„_. + ^3 3y^^~-2^9)iP^_3.-. + -j-^aBP,. 
Viertes Integral. — Nach (Tab. A. 4) und (Tab. B. 4) gelten die Formeln: 

(17.) i'^, p; = « p; + <? p;_, . . . • + H p; , ifaiu p :> 3] 

(18.) (',,^i = '«<^l + ß<?l-s---- + ''<i'.«. [falle i> > J (nicht =- 4IJ. 

A.US (18.) folgt durch Multiplication mit (1 — c*): 

Neumann, Kugelfunctionen. I. 80 
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also mit Rücksicht auf (5.*^ ^): 

(18.») =. 2 (a + p h «) • 

Ferner folgt aus (18.) durch Benutzung der Formel (2.): 

+ 1 

-1 

wo, zufolge (2.) die Grössen 9>,, 9?,_2> • • • 9^d alle von einerlei Werth sind. 
Demgemftss ergiebt sich unter Rücksichtnahme auf (18.*) und (17.): 

(19.) gp-^?^pKlt. 

-1 

Das hier auf der linken Seite befindliche Product kann ersetzt werden durch 
Fj, Q\ . Denn nach (Tab. D. 4) ist jenes Product ^^ JF^ = 

reBp.-P,?;-[^j^SP;.,...+^-^38P; + ^]. falUdger. 

Durch Substitution dieses Werthes in (19.) ergiebt sich folgendes Resultat: 

[vorausgesetzt: 1> > 2 (nicht ■■ g).] 

+ 1 

rPAz)P'Az)dz 
(20.) J -^-^-£- ^Q,{^)P,{c)^P^{ü)Q^{c)^G{c), 

wo die Function G bei nn{/eradem d den Werth hat: 

^^^- ^ ^ - W^^d^^ä^^ + ■(d~3)(d~"2)^^''-3---+ -273- © ^2 + 73^., 

bei geradem d hingegen folgenden: 

Fünftes Integral. — Nach (Tab. A. 7) und (Tab. B. 7) hat man die 
Formeln*): 

(22) (?; p^ - { 0; - « cip + p ^2p-2 ••• • + ^q!>' 



*) statt der Formel (Tab. B. 7) könnte man ebenso gut auch die Formel (Tab. B. 8) anwenden. 
In der That würde man alsdann — auf ganz analogem Wege — zu demselben Endresultat, nämlich 
ebenfalls zur Formel (25.) gelangen. 
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Aus (22.) folgt durch Multiplication mit (l — »*): 



[(i-oe;p,]„^^-;[(i-oco'],^,=4^'-''*^«*J<-»+-"-' 



also mit Rücksicht auf (5.*' ^): 

2 — 1 = 2 (a + /5 



+ x), 



d. i.: 

(23.) 



a -\- ß '''-{- Ti 



Femer folgt aus (22.) mittelst der Formel (2.): 



-1 



wo, nach (2.), cpip = T2/,-2 
nähme auf (23.) und (21.): 



70 ist. Somit folgt unter Rücksicht- 



+ 1 



Q P — - Oa = - g>.i + / — ^ — — , 



- 1 



oder, weil, nach (2.) und (3.), Qlr= (f^^ = —^—^ ist: 



(24.) 



+ 1 

j - :~ 

-i 



dz 



«;^.-r-7- 



Beachtet man schliesslich die recurrente Formel (c), Seite 71: 
80 gelangt man zu folgendem Resultat: 



+ 1 



(25.) 



- 1 



^n (--) P. W ^ ^ 



a — z 



Qp ifi) 1% (CT) = v; ip) v^, (a) - ^ -— , 



eine Formel, die, wie man leicht übersieht, den früheren Formeln (16.) und 
(20.) als Specialfall subordinirt werden kann. 

Bemerkung. Durch Zusammenfassung von (20.) und (25.) ergiebt sich: 



(f.) 



+ 1 

^P(z)PA^dz 



-- 1 



^ 7 

a — z 



Qj. («) P, (•) • 



[für ;) > ^ oder =' q .] 



20* 
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Setzt man in dieser Formel der Reihe nach j = 0, 1, 2, ••• i>, so ergiebt 
sich durch Combination der so entstehenden Gleichungen: 

- 1 

Doch gilt diese Formel (tj.), wie aus Seite 151 («.) ersichtlich,. nicht nur 
für i? > J , sondern auch noch für p==q. 



§ 9. 

Büokbliok auf die aoht TabeUen Seite 86—98. 

Man findet die Ableitung der in diesen acht Tabellen A, B, A', B', 
C, D, D', D" mit 

(1.) und (5.) 

bezeichneten Formeln auf Seite 124 — 131; ferner die Ableitung der da- 
selbst mit 

(2.) und (6.) 

bezeichneten Formeln auf Seite 140; endlich die Ableitung der mit 

(3.), (4.) und (7.), (8.) 

bezeichneten auf Seite 146 — 149. 
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